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Die folgende Zusammenstellung liefert eine Ubersicht liber grundlegende Fahigkeiten und
Fertigkeiten im Bereich der Analysis, welche die Schilerinnen und Schiler mit Blick auf die
Abiturprifung am Gymnasium benétigen. Sie soll eine Hilfe bei der Orientierung hinsichtlich
der unterrichtlichen Priorisierung in der aktuellen Schulsituation darstellen.
Selbstverstandlich ist der Bildungsplan in Ganze Grundlage fir den Unterricht. Im Bestreben,
einen erfolgreichen Verlauf der Schullaufbahn der Schilerinnen und Schiiler zu erreichen,
soll das Folgende als Hinweis fur eine Priorisierung im Sinne einer Schwerpunkt- bzw.
.Leichtpunkt‘setzung flr den Unterricht verstanden werden.

Fur die schriftliche Abiturprifung ab dem Jahr 2024 werden in Mathematik mindestens 50%
der Aufgaben unverandert aus dem landergemeinsamen Aufgabenpool (,|QB-Aufgaben®)
tbernommen.

Eine Grundiberlegung fur die vorliegende Zusammenstellung war daher, fir die Lehrkraft
auf den ersten Blick erkennbar zu machen, welche Aufgaben(teile) der bisher bekannten
,IQB-Aufgaben® auf grundlegendem Niveau bereits vor Eintritt in die Kursstufe im Unterricht
oder in Klassenarbeiten als mdgliche Aufgabenstellungen behandelt werden sollen bzw. kén-
nen.

In Anlehnung an die entsprechende Zusammenstellung fiir die Stochastik und Geometrie
steht zu Beginn des Papiers ein tabellarischer Uberblick, der den Items inhaltsbezogener
Kompetenzen der Leitideen "Zahl — Variable — Operation” sowie “funktionaler Zusammen-
hang” aus dem Bildungsplan 2016 (V2) der Klassenstufen 7/8 bzw. 9/10 gegebenenfalls
exemplarische 1QB-Aufgabenstellungen zuordnet.

Im Unterschied zur Stochastik ist allerdings festzuhalten, dass es zum Teil zu frih ist, origi-
nare 1QB-Aufgaben im Unterricht der Standardstufe 8 zu thematisieren. Der in der Tabelle
ausgewiesene Bezug zu Items der Standardstufe 8 ist in diesem Fall als Voraussetzung flr
die spatere erfolgreiche Bearbeitung entsprechender Aufgaben zu verstehen.

Zum Ldsen der Aufgaben, die in der Tabelle der Klassenstufen 9/10 aufgefihrt sind, werden
keine inhaltshezogenen Kompetenzen des Bildungsplans der Kursstufe benotigt.

Das Papier stellt dabei die vollstandige Aufgabensammlung aller verdffentlichten Aufgaben
aus dem landergemeinsamen Pool auf grundlegendem Niveau aus dem Bereich der Analy-
sis bis 2024 bereit. Bei jeder Aufgabenstellung wird dabei der konkrete Bezug zum Bildungs-
plan 2016 (V2) der Standardstufen 7/8 und 9/10 hergestellt. Diese Kennzeichnung zeigt, in
welchem Zusammenhang die Aufgabe(nstellung) Eingang in den Unterricht der Sekundar-
stufe | finden kann. Ebenfalls ist mit einem Blick erkennbar, was erst in der Kursstufe zu be-
handeln ist.



|. Zahlterme berechnen

Klassenstufen 7/8

Bildungsplanbezug

Aufgaben auf grundlegendem Niveau, deren erfolgreiche Bear-
beitung auch Grundfertigkeiten aus der SEK | voraussetzen

3.2.1 (1) Zahlterme mit
rationalen Zahlen — auch
in unterschiedlicher Dar-
stellung — vereinfachen
und deren Wert berechnen

Voraussetzung fur die erfolgreiche Bearbeitung

von Aufgaben

[I. Mit Prozenten und Zinsen umgehen

Bildungsplanbezug

Aufgaben auf grundlegendem Niveau, deren erfolgreiche Bear-
beitung auch Grundfertigkeiten aus der SEK | voraussetzen

3.2.1 (2) Prozentwert,
Grundwert und Prozentsatz
identifizieren, visualisieren
(z. B. Prozentstreifen) und
berechnen

[Gegeben ist die] Funktion k mit k (x) =24 - (x3 —30x2 +288x —815)

(...).Im Rahmen eines Tests lauft ein Sportler auf einem Laufband.
Dabei wird bei ansteigender Geschwindigkeit jeweils die Konzentra-

tion sogenannter Laktate im Blut gemessen. Die Abhangigkeit der
Laktatkonzentration von der Geschwindigkeit kann fiir 8,5<x<17,5

modellhaft durch die Funktion k beschrieben werden. Dabei ist x die
Geschwindigkeit des Sportlers in Kilometer pro Stunde und k(x) die
Laktatkonzentration in Millimol pro Liter (m ).

Der Tabelle kdnnen einzelne Werte entnommen werden, die wah-
rend des Tests gemessen wurden.

Geschwindigkeit in X | 9 13 ‘ 17

mmol

Laktatkonzentration inT | 1,92 1,44 ‘ 8,09

Ermitteln Sie die prozentuale Abweichung der Laktatkonzentration,
die das Modell fiir eine Geschwindigkeit von 13'<Tm liefert, vom zuge-

horigen Messwert.
IQB B 2019 WTR 1 1a

3.2.1 (3) Zinsen und iterativ
Zinseszinsen berechnen

Leichtpunkt fiir den Unterricht
im Hinblick auf "dauerhaft wachzuhalten”

3.2.1 (4) eine Tabellenkal-
kulation verwenden, um
Zinssatz, Tilgung/Sparrate
und Laufzeit naherungs-
weise zu bestimmen

Leichtpunkt fir den Unterricht
im Hinblick auf "dauerhaft wachzuhalten”




[ll. Mit Termen umgehen,

die auch Variablen enthalten

Bildungsplanbezug

Aufgaben auf grundlegendem Niveau, deren erfolgreiche Bear-
beitung auch Grundfertigkeiten aus der SEK | voraussetzen

3.2.1 (5) Situationen unter
Verwendung von Variablen
und Termen beschreiben

Gegeben ist die Funktion f. Fir jede reelle Zahl u mit 0 <u< 3 wird
das rechtwinklige Dreieck OPQ betrachtet. Fir dessen Eckpunkte
gilt: O ist der Koordinatenursprung. P hat die x-Koordinate u und
liegt auf der x-Achse. Q hat die x-Koordinate u und liegt auf dem
Graphen der gegebenen Funktion f. Rotiert eines der Dreiecke OPQ
um seine Seite OP, so entsteht ein Korper. Begriinden Sie, dass

sich das Volumen des Kérpers mit dem Term %'IT~(f(U))2 -u

berechnen lasst.
IQB B 2018 CAS 2 2b

3.2.1 (6) Zahlenfolgen fort-
setzen und unter Verwen-
dung von Variablen be-
schreiben (auch die Folge
der ungeraden und gera-
den Zahlen)

bisher liegt hierzu keine IQB-Aufgabe
auf grundlegendem Niveau vor

3.2.1 (7) den Wert von Ter-
men, die Variablen enthal-
ten, durch Einsetzen be-
rechnen

[Gegeben ist der Punki] W(10|§). Zeigen Sie rechnerisch, dass
der Graph der (...) Funktion g mit g(x) :%'(X_S) durch W ver-

lauft.
IQB B 2019 WTR 1 2¢

3.2.1 (8) die Assoziativge-
setze, die Kommutativge-
setze sowie das Distributiv-
gesetz angeben und an
Beispielen erlautern

Leichtpunkt fir den Unterricht
im Hinblick auf "dauerhaft wachzuhalten”

3.2.1 (9) die Rechenge-
setze zum Gliedern, Umfor-
men oder Berechnen von
Termen anwenden, auch
Ausmultiplizieren von Sum-
men und Ausklammern

=%x3—%x+1 und xelR.

Bestimmen Sie die x-Koordinaten der Punkte, in denen der Graph
von f die Gerade mit der Gleichung y =1 schneidet.

Gegeben ist die Funktion f mit f(x)

IQBA20191.2a

3.2.1 (10) die binomischen
Formeln bei Termen, die
nur eine Variable enthalten,
auch zum Faktorisieren an-
wenden

3

[Gegeben ist die Funktion] f mit f(x)=2x> - 1x® +x.

~ 80 6
Zeigen Sie, dass f'(x) :%-(X—Z)2 (x+2) gil.

1QB B 2022 WTR 1 1c




3.2.1 (11) einfache For-
meln, unter anderem v = %

nach jeder Variablen aufl6-
sen

Die y-Koordinate des Schnittpunkts einer der durch W(lO | %) ver-

laufenden Geraden mit der y-Achse wird mit n bezeichnet. Stellen
Sie einen Term auf, der n in Abhéngigkeit von der Steigung m die-
ser Gerade angibt.

1IQB B 2019 WTR 1 2b

IV. Mit Wurzeln umgehen

Bildungsplanbezug

Aufgaben auf grundlegendem Niveau, deren erfolgreiche Bear-
beitung auch Grundfertigkeiten aus der SEK | voraussetzen

3.2.1 (12) den Zusammen-
hang zwischen Wurzelzie-
hen und Quadrieren erkla-
ren

Voraussetzung fur die erfolgreiche Bearbeitung
von Aufgaben

3.2.1 (13) den Wert der
Quadratwurzel einer Zahl
in einfachen Fallen unter
Verwendung bekannter
Quadratzahlen abschatzen

Leichtpunkt fur den Unterricht
im Hinblick auf "dauerhaft wachzuhalten”

3.2.1 (14) Zahlterme mit
Quadratwurzeln vereinfa-
chen, auch durch teilwei-
ses Wurzelziehen

Leichtpunkt fir den Unterricht
im Hinblick auf "dauerhaft wachzuhalten”

3.2.1 (15) anhand eines
Beispiels erklaren, dass
im Allgemeinen

Va ++b #+a + b ist, aber
Vab =+a-vVb

Leichtpunkt fur den Unterricht
im Hinblick auf "dauerhaft wachzuhalten”

3.2.1 (16) die Definition der
Waurzel auch zur Bestim-
mung von Kubikwurzeln
anwenden

Voraussetzung fur die erfolgreiche Bearbeitung
von Aufgaben




V. Zahlbereichserweiterungen untersuchen

Bildungsplanbezug

Aufgaben auf grundlegendem Niveau, deren erfolgreiche Bear-
beitung auch Grundfertigkeiten aus der SEK | voraussetzen

3.2.1 (17) anhand geeigne-
ter Beispiele die Unvoll-
standigkeit der rationalen
Zahlen beschreiben und
die Notwendigkeit der Zahl-
bereichserweiterung auf re-
elle Zahlen begriinden

Leichtpunkt fir den Unterricht
im Hinblick auf "dauerhaft wachzuhalten”

3.2.1 (18) Beispiele fir irra-
tionale Zahlen angeben

Leichtpunkt fir den Unterricht
im Hinblick auf "dauerhaft wachzuhalten”

3.2.1 (19) ein iteratives Ver-
fahren (z.B. Heron-Verfah-
ren, Intervallschachtelung)
zur Bestimmung einer Wur-
zel durchfihren, bewerten
und mit einem digitalen
Werkzeug implementieren

Leichtpunkt fir den Unterricht
im Hinblick auf "dauerhaft wachzuhalten”

VI. Gleichungen l6sen

Bildungsplanbezug

Aufgaben auf grundlegendem Niveau, deren erfolgreiche Bear-
beitung auch Grundfertigkeiten aus der SEK | voraussetzen

3.2.1 (20) lineare Gleichun-
gen durch systematisches

Probieren und Aquivalenz-
umformungen l6sen

Fur jede reelle Zahl a ist eine in IR definierte Funktion h, mit
hy (x)=5ax* gegeben [sowie die] Funktion f mit f(x)=-2x*+5x°.
Bestimmen Sie denjenigen Wert von a, fiir den der Punkt (4|f(4))

auf dem Graphen von h, liegt.

1QB B 2021 WTR 1 1d

3.2.1 (21) die L6sung eines
linearen Gleichungssys-
tems mit zwei Variablen
mithilfe eines Verfahrens
bestimmen

Gegeben ist das folgende Gleichungssystem mit x,y €IR.
I 3x - vy = 4
I -3x - 15y = 12

Begriinden Sie, dass das Gleichungssystem nur die Losung x=1
und y=-1 hat.

GEOIQBA20231.1a




3.2.1 (22) die Ldsungen ei-
ner quadratischen Glei-
chung mithilfe einer Formel
bestimmen

[Gegeben ist die Funktion] r : X > —(x2 — X —1) .
Berechnen Sie die Nullstellen (...) von .
IQB B 2023 WTR 1 1a

3.2.1 (23) den Satz vom
Nullprodukt zum Ldsen von
Gleichungen verwenden

Gegeben ist die in IR definierte Funktion f: x > x> + 2X2.
Bestatigen Sie, dass x, =—2 und x, =0 die einzigen Nullstellen

von f sind.
IOBA 2017 1.2 a

3.2.1 (24) eine quadrati-
sche Gleichung zu vorge-
geben Lésungen bestim-
men

bisher liegt hierzu keine IQB-Aufgabe vor

3.2.1 (25) Bruchgleichun-
gen lésen, bei denen die
einmalige Multiplikation mit
x™ oder mit genau einem
Linearfaktor zielfihrend ist

[Gegeben sind die Funktionen g und h mit] g(x)=22-(x-5),

h(X) = % (xf5)

(...) xelR\{5}. Berechnen Sie die Koordinaten der

beiden Punkte, die die Graphen von g und h gemeinsam haben.
IQB B 2019 WTR 1 3b

3.2.1 (26) die Losbarkeit
und Ldsungsvielfalt von li-
nearen und quadratischen
Gleichungen sowie linea-
ren Gleichungssystemen
untersuchen

Fur jede reelle Zahl a ist eine in IR definierte Funktion h, mit

4

h, (x) = 5ax* gegeben [sowie die] Funktion f mit f(x)=-=2x* +5x°.

16
Es gibt genau einen positiven Wert von a, fur den die Graphen von f

und h, genau zwei gemeinsame Punkte haben. Ermitteln Sie die-
sen Wert von a.

IQB B 2021 WTR 1 1e

3.2.1 (27) lineare und
guadratische Gleichungen
sowie lineare Gleichungs-
systeme geometrisch als
Schnittproblem von Gra-
phen interpretieren und so
naherungsweise losen

Das Gleichungssystem
Il x + y = -3
I 2x - 2y = 6
mit X,y €IR hat unendlich viele Losungen.

Stellen Sie diese Losungen in einem Koordinatensystem grafisch
dar. Geben Sie die Losung mit y =1 an.

GEOIQBA20211.2a

3.2.1 (28) einfache lineare
und quadratische Unglei-
chungen geometrisch inter-
pretieren und mithilfe funk-
tionaler Uberlegungen 16-
sen

bisher liegt hierzu keine IQB-Aufgabe vor




VII. Funktionale Zusammenhange darstellen und nutzen

Bildungsplanbezug

Aufgaben auf grundlegendem Niveau, deren erfolgreiche Bear-
beitung auch Grundfertigkeiten aus der SEK | voraussetzen

3.2.4 (1) Zusammenhénge
durch Tabellen, Gleichun-
gen, Graphen oder Text
darstellen und situationsge-
recht zwischen den Dar-
stellungen wechseln

Betrachtet (...) [werden die] in IR definierte[n] Funktion[en f und] h.
Abbildung 2 stellt h(x)-f(x) in Abh&ngigkeit von x dar.

M

Y

| —

0 o X,
B N 12 3 4 5

HEERERYYY
Beschreiben Sie fur x [0;5] die gegenseitige Lage der Graphen
von fund h. Gehen Sie dabei — fir den genannten Bereich — auf die
Bedeutung der Schnittpunkte des abgebildeten Graphen mit der
x-Achse und auf die Bedeutung der x-Koordinate des Tiefpunkts
dieses Graphen ein.

I0B B 2018 WTR 1 f

3.2.4 (2) zu einer gegebe-
nen Funktion eine Sachsi-
tuation angeben, die mit-
hilfe dieser Funktion be-
schrieben werden kann

[Es] wurden unterschiedliche
Kugelbahnkdrper gefertigt und
hinsichtlich ihrer Eigenschaften
untersucht. Zwei dieser Bahn- <~
korper sind in Abbildung 1 sche-
matisch dargestellt. Fur jede der

Start

Bahnen F und G wurde in be- Ende
stimmten horizontalen Entfer- g
n.ungen vom St.artp'unktjewells Bahn E
die Geschwindigkeit der Kugel
gemessen. Die Messwerte
kénnen der Tabelle entnommen werden: Abb. 1
Entfernung in m 0 1,0 15 2,0
Messwerte | 0 3,6 4.4 51
Geschwindigkeit in %
Messwerte Il 0 5,2 5,6 51

Ordnen Sie die Messwerte | und Il jeweils einer der beiden Bahnen
zu und begrinden Sie lhre Zuordnung.

IQB B 2019 CAS 2 1i




3.2.4 (3) alltagsbezogene
Sachverhalte aus Darstel-
lungen ablesen (zum Bei-
spiel groRte und kleinste
Werte, Zunehmen und Ab-
nehmen, Zeitpunkte)

Die Kosten, die einem Unternehmen bei der Herstellung einer Flis-
sigkeit entstehen, kénnen durch die Funktion

K:x > x* —12x* +50x + 20 mit x €[0;9] beschrieben werden. Da-
bei gibt K(X) die Kosten in 1000 Euro an, die bei der Produktion
von X Kubikmetern der Flussigkeit insgesamt entstehen.

Abbildung 3 zeigt den Graphen T,
r /
von K. — 320 1Y 7
— 400 /
Geben Sie mithilfe von Ab- [~ 180 /
bildung 3 die Produktions- 160 /
. ) — 140
menge an, bei der die 1o )4
Kosten 125 000 Euro be- L Lo B /
tragen. o —]
— 160
— 140
— |20
Abb. 3 9 Xy
1]o1 2 3 456 7 8 9

IQB B 2018 WTR 1 2a

3.2.4 (4) Proportionalitat
und Antiproportionalitat in
verschiedenen Darstel-
lungsformen erkennen und
fur Berechnungen nutzen,
auch in Sachzusammen-
hangen

Voraussetzung fur die erfolgreiche Bearbeitung

von Aufgaben

3.2.4 (5) Funktionen als
eindeutige Zuordnungen,
zum Beispiel von x-Werten
zu y-Werten, von nicht ein-
deutigen Zuordnungen un-
terscheiden

Voraussetzung fur die erfolgreiche Bearbeitung
von Aufgaben

VIII. Mit linearen Funktionen umgehen

Bildungsplanbezug

Aufgaben auf grundlegendem Niveau, deren erfolgreiche Bear-
beitung auch Grundfertigkeiten aus der SEK | voraussetzen

3.2.4 (6) eine Gerade mit
der Gleichung y = mx + ¢
unter anderem unter Ver-
wendung von Steigung und
Steigungsdreiecken zeich-
nen und einer Geraden
eine Gleichung zuordnen

Die Abbildung zeigt den Graphen der
in IR definierten linearen Funktion f.
Begriinden Sie, dass

_1 :
f(x)=3x+5 gilt.
IQBA20231.1a




3.2.4 (7) aus den Koordina-
ten zweier Punkte zuné&chst
die Steigung, dann den y-
Achsenabschnitt der zuge-
horigen Geraden berech-
nen und eine Gleichung
der Geraden angeben

Die Abbildung 1 zeigt einen Teil des
Langsschnitts einer Wasserrutschbahn,
die aus einem Startbogen, einem Mittel-
abschnitt und einem Auslaufbogen zu-
sammengesetzt ist. Bestimmen Sie
rechnerisch eine Gleichung der Ge-
rade, mithilfe derer der Mittelabschnitt
beschrieben werden kann (...). Abb. 1

Startbogen

A(4]18)
Mittelabschnitt

B(12|6)

C(20(0) _
IQB B 2023 MMS 2 1a 0 x

3.2.4 (8) bei linearen Funk-
tionen das Anderungsver-
halten im Sachzusammen-
hang mithilfe der Ande-
rungsrate beschreiben

Voraussetzung fiur die erfolgreiche Bearbeitung

von Aufgaben

3.2.4 (9) die Lagebezie-
hung zweier Geraden an-
hand ihrer Gleichungen un-
tersuchen

Die Abbildung 1 zeigt den =

Graphen G; der in IR defi- ¥ /

N

nierten Funktion f mit

f(x):éx‘r’—%x‘ﬂx. )

\

Der Punkt W (2|f(2)) ist ein ”
Wendepunkt von G;.

-

Betrachtet werden die Tan-
gente an G; im Koordinaten-

ursprung und die Tangente
an G; im Punkt W. Abb. 1
Weisen Sie nach, dass sich die beiden betrachteten Tangenten im
Punkt (% %) schneiden.

IQB B 2022 WTR 1 1d

IX. Mit quadratischen Funktionen umgehen

Bildungsplanbezug

Aufgaben auf grundlegendem Niveau, deren erfolgreiche Bear-
beitung auch Grundfertigkeiten aus der SEK | voraussetzen

3.2.4 (10) quadratische Zu-
sammenhange durch Ta-
bellen und Gleichungen be-
schreiben und graphisch
darstellen

Der Auslaufbogen [einer Wasserrutsche] lasst sich mithilfe einer
guadratischen Funktion f beschreiben [mit] (...)
_ 342 _15, .75
f(X)=35x"-2x+2
Stellen Sie den Auslaufbogen (...) graphisch dar.
IQB B 2023 MMS 2 1d




3.2.4 (11) Eigenschaften
von Parabeln angeben

Betrachtet werden die (...) Funktionen fi : X - —kx - (x —8) mit
k eIR". Der Graph von f, wird mit G, bezeichnet.
Begriinden Sie, dass der Punkt (4]16k) der Hochpunkt von G, ist.

I0B B 2019 WTR 2 1b

3.2.4 (12) den Graphen ei-
ner quadratischen Funktion
mithilfe von Wertetabellen
zeichnen oder ausgehend
von der Lage des Scheitels
skizzieren

[Gegeben sind] Funktionen zweiten Grades (...) p, mit

P (X) = -0,25k - x? +k-x+2 und k eIR* (...). Skizzieren Sie die
Graphen der Funktionen p. und p,.

IQB B 2018 CAS 1 2¢c 4 3

3.2.4 (13) die Wirkung der
Parameter a, d, e in der Pa-
rabelgleichung

y = a(x —d)? + e auf den
Graphen abbildungsgeo-
metrisch als Streckung,
Spiegelung, Verschiebun-
gen deuten

Fir jede reelle Zahl a ist eine in IR definierte Funktion h, mit

ha (X)= 5ax® gegeben. Beschreiben Sie, wie der Graph von h, aus
dem Graphen von h; erzeugt werden kann.

1QB B 2021 WTR 1 1c

3.2.4 (14) die allgemeine
Parabelgleichung

y = ax? + bx + ¢ mithilfe
funktionaler oder algebrai-
scher Uberlegungen in die
Scheitelform

y = a(x — d)? + e Uberfih-
ren

Leichtpunkt fur den Unterricht

im Hinblick auf "dauerhaft wachzuhalten”

3.2.4 (15) den Funktions-

term einer quadratischen

Funktion mithilfe von Null-
stellen in Linearfaktordar-
stellung angeben

bisher liegt hierzu keine 1QB-Aufgabe vor




3.2.4 (16) Anwendungsauf-
gaben mithilfe quadrati-
scher Funktionen losen,
auch Bestimmung groRter
und kleinster Werte

Papierflieger verlassen die Hand eines Werfers in einer bestimmten
Abwurfhdhe, unter einem bestimmten Abwurfwinkel und mit einer
bestimmten Anfangsgeschwindigkeit. Die Flugkurven kénnen ab-
hangig von diesen drei Bedingungen sowie von der jeweiligen Bau-
weise des Papierfliegers unterschiedlich verlaufen. (...)

Sturzflug (S)

Gleitflug (G)

Parabelflug (P)

Wird die GroRRe der betrachteten Papierflieger vernachlassigt, kon-
nen die Flugkurven bei Verwendung eines Koordinatensystems,
dessen x-Achse entlang des horizontalen Bodens und dessen
y-Achse durch den Abwurfpunkt verlauft, modellhaft mithilfe von
Funktionen beschrieben werden. Im Folgenden soll der x-Wert der
horizontalen Entfernung des Papierfliegers vom Abwurfpunkt ent-
sprechen, der zugehorige Funktionswert der Flughdhe (jeweils in
Metern). Im Folgenden wird ein Papierflieger betrachtet, der sich bei
jedem Flug entlang einer Flugkurve vom Typ P bewegt. Er wird in
2 m Hohe abgeworfen und erreicht seine gréfl3te Hohe in einer hori-
zontalen Entfernung von 2 m vom Abwurfpunkt. Seine moéglichen
Flugkurven lassen sich naherungsweise mithilfe ganzrationaler
Funktionen zweiten Grades beschreiben. Begriinden Sie, dass die
mdglichen Flugkurven dieses Papierfliegers im Modell durch den
Punkt (4]2) verlaufen.

IQB B 2018 CAS 1 2a




. Mit Potenzen umgehen

Klassenstufen 9/10

Bildungsplanbezug

Aufgaben auf grundlegendem Niveau, die bereits mit Grund-
fertigkeiten aus der SEK | bearbeitet werden konnen

3.3.1 (1) Zahlen in Norm-
darstellung angeben

Leichtpunkt fir den Unterricht
im Hinblick auf "dauerhaft wachzuhalten”

3.3.1 (2) Potenzen mit rati-
onalen Exponenten als
Wurzel- oder Bruchaus-
drucke deuten und zwi-
schen den Darstellungs-
formen wechseln

Voraussetzung fur die erfolgreiche Bearbeitung
von Aufgaben

3.3.1 (3) die Rechenge-
setze flr das Multiplizie-
ren, Dividieren und Poten-
Zieren von Potenzen be-
grinden und anwenden

Der Graph der in IR definierten Funktion g: X > 3" wird um 2 in ne-

gative x-Richtung verschoben. Zeigen Sie, dass der dadurch ent-
stehende Graph auch durch eine Streckung des Graphen von g in

y-Richtung erzeugt werden kann.
IQB A20221.2b

. Gleichungen I6sen

Bildungsplanbezug

Aufgaben auf grundlegendem Niveau, die bereits mit Grund-
fertigkeiten aus der SEK | bearbeitet werden kénnen

3.3.1 (4) Wurzelgleichun-
gen lésen, bei denen ein-
maliges Quadrieren ziel-

fuhrend ist

Uberttpfe sind GefaRe, in die Pflanztopfe gestellt werden konnen.
Betrachtet werden rotationssymmetrische Ubertpfe mit einer kreis-
férmigen Grundflache und einer H6he von 40 cm.

Die Abbildung 2 zeigt fur einen T

solchen Ubertopf die Profillinie | N T /T

eines Langsschnitts entlang AN Mantgl | A

N =
der Rotationsachse des Uber- ] \‘

N
[

topfs. Die Rotationsachse wird \

durch die y-Achse dargestellt. \
ordinatensystem entspricht A ‘ X

w

(...) Eine Langeneinheit im Ko-
10 cm in der Realitat. FUr je- B 1 21 110

i p B
den der betrachteten Uber- }Gru dfjaghe
topfe kann — in einem Langsschnitt entlang der Abb. 2
Rotationsachse des Ubertopfs — die Profillinie des Mantels mithilfe
einer der in IR\ {0} definierten Funktionen hy mit hy (x)=k —12

und k e ]4;+ 00[ beschrieben werden. Berechnen Sie denjenigen
Wert von Kk, fiir den der Radius des oberen Rands des Ubertopfs
doppelt so groR ist wie der Radius seiner Grundflache.

IQB B 2022 WTR 1 2¢




3.3.1 (5) Potenzgleichun-
gen lésen

Die Abbildung zeigt das Logo eines
Geschatts fur Anglerbedarf. Die
obere Spitze der Schwanzflosse des
Fischs liegt auf der Wasseroberfla-
che; die Strecke zwischen oberer
und unterer Spitze der Schwanz-

flosse steht senkrecht zur Wasser-

oberflache. Bei Verwendung eines

geeigneten Koordinatensystems

kann die untere Begrenzungslinie des Fischs mithilfe der in IR defi-

nierten Funktion u:xm— %xs , die obere Begrenzungslinie mithilfe

der in IR definierten Funktion v:x — 1x*-(4-x) beschrieben und
die Wasseroberflache durch die Gerade mit der Gleichung y =%

dargestellt werden. Die Graphen von u und v [haben] nur die

Punkte P(0]0) und Q(%|%) gemeinsam (...) Die Ausdehnung

des Fischs in y-Richtung betragt 232 . Ermitteln Sie damit die Aus-

dehnung des Fischs in x-Richtung.
IQB B 2020 WTR 1 1d

3.3.1 (6) Exponentialglei-
chungen unter anderem
im Zusammenhang mit
Wachstumsprozessen |6-
sen

Voraussetzung fur die erfolgreiche Bearbeitung
von Aufgaben

3.3.1 (7) den Logarithmus
einer Zahl als Losung ei-
ner Exponentialgleichung
verwenden

Voraussetzung fur die erfolgreiche Bearbeitung
von Aufgaben

3.3.1 (8) die Methode der
Substitution zum Ldsen
von Gleichungen anwen-
den, insbesondere bei bi-
quadratischen Gleichun-
gen

Voraussetzung fur die erfolgreiche Bearbeitung
von Aufgaben im LF




lll. Exponentielles Wachstum anwenden

Bildungsplanbezug

Aufgaben auf grundlegendem Niveau, die bereits mit Grund-
fertigkeiten aus der SEK | bearbeitet werden kénnen

3.3.1 (9) die Begriffe Zins-
satz, Anfangskapital, End-
kapital, Laufzeit und Zin-
seszins erlautern

Leichtpunkt fiir den Unterricht
im Hinblick auf "dauerhaft wachzuhalten”

3.3.1 (10) die Formel

K, = K, - q™ unter dem As-
pekt des exponentiellen
Wachstums fur die Be-
rechnung aller GréRRen an-
wenden und begriinden

bisher liegt hierzu keine IQB-Aufgabe
auf grundlegendem Niveau vor, aber
z.B. eN 2020 WTR 1 3a

IV. Mit Vektoren in der Tupeldarstellung arbeiten

Bildungsplanbezug

Aufgaben auf grundlegendem Niveau, die bereits mit Grund-
fertigkeiten aus der SEK | bearbeitet werden kénnen

3.3.1 (11) Tupel addieren,
mit Skalaren multiplizieren
sowie Tupel in einfachen
Fallen als Linearkombina-
tion anderer Tupel darstel-
len und die Operationen
geometrisch deuten

Voraussetzung fur die erfolgreiche Bearbeitung
von Aufgaben in der Geometrie

V. Funktionsterme ableiten

Bildungsplanbezug

Aufgaben auf grundlegendem Niveau, die bereits mit Grund-
fertigkeiten aus der SEK | bearbeitet werden konnen

3.3.1 (12) die Regel fur
konstanten Faktor, die Po-
tenzregel sowie die Sum-
menregel zum Ableiten
von Funktionstermen an-
wenden

[Gegeben ist die] Funktion Vv : X %xz -(4-x). Zeigen Sie, dass
v'(x)=-2x*+2x ein Term der ersten Ableitungsfunktion von v
ist.

IQB B 2020 WTR 1 1a

3.3.1 (13) die Ableitungs-

funktionen der Funktionen
fund g mit f(x) = sin (x)

und g(x) = cos (x) ange-

ben

[Der] Verlauf [einer Wasserrutschbahn] kann mithilfe der (...) Funk-
tion h mit h(x)=2-cos(x) -2 -x+12 beschrieben werden. Die
x-Achse beschreibt die Wasseroberflache. (...) Die Rutschbahn
weist in mehreren Punkten ihre gré3te Neigung gegeniuber der Ho-
rizontalen auf. Berechnen Sie diese Neigung in Prozent.

IQB B 2023 MMS 2 2b




VI. Mit Funktionen umgehen

Aufgaben auf grundlegendem Niveau, die bereits mit Grund-
Bildungsplanbezug fertigkeiten aus der SEK | bearbeitet werden kdnnen

3.3.4 (1) die Graphen der | Gegeben ist die in IR\ {0} definierte Funktion f mit f(x)= X%+1.

Potenzfunktionen f mit Skizzieren Sie den Graphen von f.
f(x) =x™n e Nund IQBA20181.1a

f(x) =x*,(k =-1,-2) un-
ter Verwendung charakte-
ristischer Eigenschaften
skizzieren

3.3.4 (2) anhand einer Be- | Gegeben ist die Funktion f mit f(x)=+/x —1-(%x —%) und maxima-

trachtung der Graphen lem Definitionsbereich D. Geben Sie D an.
von f mit f(x) = x? und IQBA20151.1a

der Wurzelfunktion g mit
g(x) = v/x den Funktions-
begriff und dabei auch die
Begriffe Definitionsmenge
und Wertemenge erlautern

3.3.4 (3) anhand der Funk- Voraussetzung fur die erfolgreiche Bearbeitung
tion f mit f(x) = x* und von Aufgaben

der Wurzelfunktion g mit
g(x) = v/x den Begriff der
Umkehrfunktion beschrei-
ben, den Zusammenhang
ihrer Graphen erlautern
und ihre Definitionsmen-
gen und Wertemengen

vergleichen
3.3.4 (4) die Graphen der Voraussetzung fir die erfolgreiche Bearbeitung
Exponentialfunktionen f von Aufgaben

mit f(x) = ¢ - a* + d unter
Verwendung charakteristi-
scher Eigenschaften skiz-

zieren
3.3.4 (5) Wachstumsvor- Voraussetzung fur die erfolgreiche Bearbeitung
gange mithilfe von Expo- von Aufgaben

nentialfunktionen be-
schreiben und Berechnun-
gen durchfuhren

sowie die Bedeutung von
Halbwertszeit und Ver-
dopplungszeit erlautern

Leichtpunkt fir den Unterricht
im Hinblick auf "dauerhaft wachzuhalten”




3.3.4 (6) die Wirkung von
Parametern in Funktions-
termen von Potenz-, Expo-
nential- und Wurzelfunk-
tion auf deren Graphen
abbildungsgeometrisch als
Streckung, Spiegelung,
Verschiebungen deuten

Gegeben ist die in IR definierte Funktion f (...). Im Langsschnitt ei-
nes Berghangs kann dessen Profillinie fir -5 < x <4 modellhaft
durch den Graphen der in IR definierten Funktion h mit

h(x) =%-f(%-x) , (...) beschrieben werden. (...) Beschreiben Sie,

wie der Graph von h aus dem Graphen von f erzeugt werden kann.
IQB B 2021 CAS 1 2b

3.3.4 (7) ganzrationale
Funktionen auf Nullstellen
(auch mehrfache) untersu-
chen

Gegeben ist die in IR definierte Funktion f mit f(x)=-21x% - 2x _ Ihr

Graph G; hat den Wendepunkt (0]0). Bestimmen Sie die Koordi-
naten der Schnittpunkte von G; mit den Koordinatenachsen.

IQB B 2023 WTR 2 1a

3.3.4 (8) Funktionsterme
ganzrationaler Funktionen
mithilfe von Nullstellen in
faktorisierter Form ange-
ben

bisher liegt hierzu keine 1QB-Aufgabe vor

3.3.4 (9) die Sinusfunktion
in der Form

f(x) = a-sin(b - x) zur
Beschreibung periodischer
Vorgénge verwenden,

Voraussetzung fur die erfolgreiche Bearbeitung
von Aufgaben

insbesondere mithilfe digi-
taler Mathematikwerk-
zeuge

Leichtpunkt fir den Unterricht
im Hinblick auf "dauerhaft wachzuhalten”

3.3.4 (10) charakteristi-
sche Punkte von Graphen
trigonometrischer Funktio-
nen f mit

f(x) = a-sin(b - x) ange-
ben, auch auf ganz IR

Zur Beschreibung des Verlaufs der Tagesdurchschnittstemperatur
konnte (...) die Funktion h mit h(x)=-3-sin(Ix)+14 und 0<x <12

verwendet werden. Dabei ist x die seit einem bestimmten Tag des
Kalenderjahres vergangene Zeit in Monaten und (...) [h(x)] die
Temperatur in °C. Geben Sie die Tagesdurchschnittstemperaturen
an, die im Modell unter Verwendung der Funktion h angenommen
werden. Geben Sie fiir jede dieser Temperaturen an, wie oft sie an-
genommen wird.

IQB B 2023 WTR 2 2¢




3.3.4 (11) die Graphen tri-
gonometrischer Funktio-
nenfmitf(x) =a-
sin(b(x - c)) + d unter
Verwendung charakteristi-
scher Eigenschaften skiz-
zieren und die Wirkung
der Parameter a, b, c,d ab-
bildungsgeometrisch als
Streckung, Spiegelung,
Verschiebungen deuten,

auch sin (x + %) = cos (x)

Gegeben ist die in IR definierte Funktion f:X - sin(x)+1.
Der Graph der Funktion g kann aus dem Graphen von f durch Stre-
cken mit dem Faktor 0,2 in x-Richtung und Verschieben um 3 in po-
sitive y-Richtung erzeugt werden. Geben Sie einen Funktionsterm
von g an.

IOB A20211.3b

3.3.4 (12) Funktionen auf
ihr Verhalten fur |x| - oo
und deren Graphen auf
Symmetrie (zum Ursprung
oder zur y-Achse) untersu-
chen

[Gegeben ist die] Funktion f mit f(x)=2x> - 1x* +x.
Der Punkt W(2|f(2)) ist ein Wendepunkt von G;.

Begriinden Sie ohne zu rechnen, dass auch der Punkt (—2|f(—2))
ein Wendepunkt von G; ist.

IQB B 2022 WTR 1 1c

3.3.4 (13) die Definition fur
Monotonie angeben

Leichtpunkt fiir den Unterricht
im Hinblick auf "dauerhaft wachzuhalten”

3.3.4 (14) den Unterschied
zwischen lokalen und glo-
balen Maxima bezie-
hungsweise Minima erkl&a-
ren

Leichtpunkt fir den Unterricht
im Hinblick auf "dauerhaft wachzuhalten”




VII. Die Grundidee der Differentialrechnung verstehen und mit Ableitungen um-

gehen

Bildungsplanbezug

Aufgaben auf grundlegendem Niveau, die bereits mit Grundfer-
tigkeiten aus der SEK | bearbeitet werden kénnen

3.3.4 (15) die mittlere An-
derungsrate einer Funk-
tion auf einem Intervall
(Differenzenquotient) be-
stimmen und auch als Se-
kantensteigung interpretie-
ren

BMX-Fahrrader sind speziell fiir das Geldnde ausgelegte Sportge-
rate. FUr den professionellen Einsatz dieser Fahrrader wird auf ho-
rizontalem Untergrund eine 3 m breite Sprungschanze installiert. Im
Langsschnitt der Schanze kann deren Profillinie fir x [-8;0] mo-

dellhaft durch die in IR definierte Funktion f mit

f(x)= —Z%X3 +3x +2 beschrieben werden. Abbildung 1 zeigt den
zugehdrigen Teil des Graphen von f.
™
S 6 \JI
\ 4
N
\
N S |A
N T 0 Xs|
8| -6l-al-2[lol2[alalgl10]
I I I [ I T I

Abb. 1
Der Startpunkt, von dem aus die Schanze durchfahren wird, wird
durch den Punkt S(-8|f(-8)) dargestellt, der Absprungpunkt
durch A(0]f(0)). Der Untergrund wird im Langsschnitt durch die
x-Achse beschrieben; eine Langeneinheit im Koordinatensystem
entspricht 1 m in der Wirklichkeit. Veranschaulichen Sie in Abbil-
dung 1 die mittlere Steigung der Schanze zwischen Startpunkt und
Absprungpunkt. Bestimmen Sie diese Steigung.

IQB B 2015 CAS b

3.3.4 (16) die momentane
Anderungsrate als Ablei-
tung an einer Stelle aus
der mittleren Anderungs-
rate durch Grenzwertiber-
legungen bestimmen

zur Schulung prozessbezogener Kompetenzen mit Blick
auf die Kursstufe hilfreich

3.3.4 (17) die Ableitung an
einer Stelle als Tangen-
tensteigung interpretieren

Gegeben ist die Funktion f mit f(x)=2x>-£x+1 undx IR.

Unter den Tangenten an den Graphen von f hat eine die kleinste
Steigung. Bestimmen Sie die Steigung dieser Tangente.

IQB A 2019 1.2 b

3.3.4 (18) die Gleichung
der Tangente und der Nor-
male in einem Kurven-
punkt aufstellen

Gegeben ist die in IR definierte Funktion f mit f(x) = 2—17x3 -3X.

Bestimmen Sie eine Gleichung der Tangente t an G; im Punkt
P(6]f(6)).

IQB B 2023 WTR 2 1c




3.3.4 (19) eine Tangente
an einen Graphen als line-
are Approximation einer
Funktion nutzen

Ein Bewasserungskanal wird durch Offnen einer Schleuse in Be-

trieb genommen. Abb. 2 S
y

Die in IR definierte Funk-

o @

tion w beschreibt fir
x >0 die zeitliche Ent- /

I~

wicklung der momenta-

nen Durchflussrate des /

Wassers an einer Mess- /

stelle. Dabei ist x die seit

X
Beobachtungsbeginn t -1\[/ P $ 5 6 7 8 b 1o

W

vergangene Zeit in Sekunden und w(x die momentane Durch-
flussrate in Kubikmetern pro Sekunde. Die Abbildung 2 zeigt den
Graphen von w. Die Tangente an den Graphen von w im Punkt
(1/w (1)) wird durch die Gleichung y =t(x) dargestellt. Interpretie-
ren Sie die folgende Aussage im Sachzusammenhang:

Fur alle Werte von x €[0,7;1,4] gilt t(xv?l_(‘;v)(x) <0,05.

IQOB B 2023 WTR 1 2¢

3.3.4 (20) Steigungswinkel
mithilfe der Ableitung be-
rechnen

Im Langsschnitt (...) [einer Sprung-] Schanze kann deren Profillinie
fur x €[-8;0] modellhaft durch die in IR definierte Funktion f mit

f(x)= —z%xs +3x+2 beschrieben werden. Abbildung 1 zeigt den
zugehorigen Teil des Graphen von f.
™
S 6 :,I
\ 4
Y
\
N A
N~ 1T 0 X
8|l 6l-al2[lol2lalel gl 10
I I I [ I I B

Abb. 1
Der Startpunkt, von dem aus die Schanze durchfahren wird, wird
durch den Punkt S(-8]f(-8)) dargestellt, (...). Der Untergrund
wird im Langsschnitt durch die x-Achse beschrieben; (...). Bestim-
men Sie die GrolRe des Winkels, den die Schanze im Startpunkt mit
der Horizontalen einschlief3t.

IQB B 2015 CAS ¢

3.3.4 (21) die Ableitungs-
funktion als funktionale
Beschreibung der Ablei-
tung an beliebigen Stellen
erklaren

Leichtpunkt fir den Unterricht
im Hinblick auf "dauerhaft wachzuhalten”




3.3.4 (22) die Faktorregel
und die Summenregel an-
schaulich begrinden

Leichtpunkt fir den Unterricht
im Hinblick auf "dauerhaft wachzuhalten”

3.3.4 (23) den Monotonie-
satz erlautern und dessen
Nichtumkehrbarkeit be-
grinden

Leichtpunkt fur den Unterricht
im Hinblick auf "dauerhaft wachzuhalten”

Gegeben ist die in IR definierte Funktion f mit f(x)=-5x> - £x . Ihr
Graph G; hat den Wendepunkt (0]0).G; hat zwei Extrempunkte.

3.3.4 (24) die Eigenschaf-
ten von Funktionen und

deren Graphen mithilfe Zeigen Sie, dass einer der beiden ein Tiefpunkt mit der x-Koordi-

von Ableitungsfunktionen
(auch héheren Ableitun-
gen) untersuchen (Mono-
tonie, Extrempunkte,
Krimmungsverhalten,
Wendepunkte)

nate /12 ist.
IQB B 2023 WTR 2 1b

3.3.4 (25) vom Graphen
einer Funktion auf den
Graphen ihrer Ableitungs-
funktion schlief3en und
umgekehrt

Die Abbildung zeigt die
Graphen einer Funktion
und der zugehdrigen Ab-
leitungsfunktion. Entschei-
den Sie, welcher der Gra-
phen | und Il die Ablei-
tungsfunktion darstellt.
Begriinden Sie lhre Ent-
scheidung.

IQBA20152.1a

W

3.3.4 (26) den Zusammen-
hang zwischen der Funk-
tion f mit f(x) = sin(x)
und ihrer Ableitungsfunk-
tion f' mit f'(x) = cos(x)
graphisch erlautern

Leichtpunkt fur den Unterricht
im Hinblick auf "dauerhaft wachzuhalten”




IQB-Aufgaben
grundlegendes Niveau
Teil A



Poolaufgaben Mathematik grundlegendes Niveau Teil A; Analysis

2015-1.1
BE
Gegeben ist die Funktion f mit f(x)=~/x —1-(%X—%) und maximalem Definitionsbe-
reich D.
a Geben Sie D an. 1
b Bestimmen Sie die Nullstellen von f. 2
¢ Entscheiden Sie, welcher der abgebildeten Graphen | bis IV die Funktion g mit 2
g(x)=—f(x) darstellt. Begriinden Sie Ihre Entscheidung.
N
1y ’
\ —"'Il- 1 .--I-.-_ //
.- \\ O LI 7/
Rl v 0 { Ce 4 X
_5,,'W1 0 I\ 2 .34
TR IV )
5
Erwartungshorizont
BE
a D= [ZL‘ oo[ 1
b f(x)=0=Vx-1=0vix-8-0ox=1vx=22 2
c |Graph | 2
Begriindung: D =[%[, —f(2)>0
5

Bildungsplan BW- & KMK-Standardbezug

Standardstufe 8: b) 3.2.1 (20), (23)
c)3.24 (1)
Standardstufe 10: a) 3.3.4 (2)
b) 3.3.1 (4)
Nicht Standardstufe 10:
Teil- BE Leitideen allgemeine mathematische
aufg. Kompetenzent
L1 L2 L3 L4 L5 K1 | K2 K3 K4 K5 K6
a 1 X |
2 X X | Il
c 2 I Il 1

L Fur jede Kompetenz, die bei der Bearbeitung der Teilaufgabe eine wesentliche Rolle spielt, ist der Anforderungs-
bereich (1, Il oder 1) eingetragen, in dem die Kompetenz benétigt wird.



Poolaufgaben Mathematik

2015-1.2

a Geben Sie den Wert des Integrals J’if(x)dx an.
T2

grundlegendes Niveau

m

Gegeben ist die in IR definierte Funktion f : x > sinx . Es gilt Jgf(X)dX =1,

Teil A; Analysis

BE

b Begrinden Sie ohne Verwendung einer Stammfunktion, dass jjﬂf(x)dx =2 qilt. 2
¢ Beschreiben Sie, wie der Graph der in IR definierten Funktion h: x> 1+2sinx aus | 2
dem Graphen von f hervorgeht.
5
Erwartungshorizont
BE
Al % f(x)dx=0 1
2
TR . 5T ™
b| Aus der Periodizitat von f folgt: jo f(x)dx:jO f(x)dx 2
T Lt
Aufgrund der Symmetrie des Graphen von f gilt: Io f(x)dx=2- ,[02 f(x)dx
Damit: J'OSWf(x)dx =2-1=2
c | Der Graph von h geht — unter Beachtung der Reihenfolge — aus dem Graphen vonf | 2
hervor durch:
1. Streckung mit dem Faktor 2 in y-Richtung
2. Verschiebung um 1 in positive y-Richtung
5

Bildungsplan BW— & KMK-Standardbezug
Standardstufe 8:

Standardstufe 10: c) 3.3.4 (11)
Nicht Standardstufe 10: a), b)

Teil- BE Leitideen allgemeine mathematische
aufg. Kompetenzen
L1 L2 L3 L4 L5 K1 K2 K3 K4 | K5 K6
a 1 | |
2 Il I} I




Poolaufgaben Mathematik grundlegendes Niveau Teil A; Analysis

Bildungsplan BW— & KMK-Standardbezug
Standardstufe 8:

Standardstufe 10: a) 3.3.4 (25)
Nicht Standardstufe 10: b)

Teil- BE Leitideen allgemeine mathematische
aufg. Kompetenzen
L1 | L2 | L3 | L4 | L5 K1 | K2 | K3 | K4 | K5 | K6
a 2 X Il Il 1
3 X 1 1 1]

2015-2.1
BE
a Die Abbildung zeigt die Graphen einer | "y 2
Funktion und der zugehorigen Ablei-
tungsfunktion. Entscheiden Sie, welcher 2
der Graphen | und Il die Ableitungsfunk- 0
tion darstellt. Begrinden Sie Ihre Ent- 0 x
scheidung. ' / 6 ) K//é
b Eine nicht lineare Funktion h hat keine Nullstelle. Der Graph von h nahert sich fir 3
X — —o0 asymptotisch der Geraden mit der Gleichung Y =—3 . Geben Sie einen
Funktionsterm von h an und skizzieren Sie den zugehérigen Graphen.
5
Erwartungshorizont
BE
a|Graph I 2
Begrundung: Graph | schneidet fur ein x e[-7,-6] die x-Achse. Wiirde Graph | die
Ableitungsfunktion darstellen, so misste Graph Il fur dieses x [—7;—6] einen Ext-
rempunkt haben. Da dies nicht der Fall ist, stellt Graph Il die Ableitungsfunktion dar.
_ X _ /\V
blh(x)=-e*-3 T 3
6| -4 -2 o] 27
2
L4
,6 \
\
T
5



Poolaufgaben Mathematik

grundlegendes Niveau

Teil A; Analysis

Bildungsplan BW- & KMK-Standardbezug
Standardstufe 8:

Standardstufe 10:

Nicht Standardstufe 10: a), b)

Teil- BE Leitideen allgemeine mathematische
aufg. Kompetenzen
L1 | L2 | L3 | L4 | L5 K1 | K2 | K3 | K4 | K5 | K6

a 2 X X X

3 X X X

2017-1.1
BE
Die Abbildung zeigt den Graphen der in IR definierten \ Ty
Funktion f mit f(x) =2e " Fur die erste Ableitungs- NG
funktion f* von f gilt f'(x)=-e2". NI
2
1 ~_]
0 ——
-1, lol 1] 2]3]|4
| | | | |
a Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an den Graphen von f in seinem Schnitt- | 2
punkt mit der y-Achse.
b Zeichnen Sie in die Abbildung ein Flachensttick ein, das vom Graphen von f, der 3
x-Achse, der y-Achse sowie einer zur y-Achse parallelen Geraden eingeschlossen
wird und dessen Flacheninhalt etwa 1,5 betragt. Geben Sie einen Term an, mit dem
der Inhalt des von lhnen eingezeichneten Flachenstiicks berechnet werden kann.
5
Erwartungshorizont
BE
a|f(0)=2, ¥(0)=—-1 2
Damit; Y=-X+2
N
b y 1 3
: Term: If(x)dx
5 0
1/
7 T
0 R
BN ERE R
5



Poolaufgaben Mathematik

grundlegendes Niveau

Teil A; Analysis

2017 -1.2
BE
Gegeben ist die in IR definierte Funktion f: X~ X2 +2x2.
a Bestatigen Sie, dass X; =-2 und X, =0 die einzigen Nullstellen von f sind. 2
b Berechnen Sie den Inhalt der Flache, die der Graph von f mit der x-Achse ein- 3
schliel3t.
5
Erwartungshorizont
BE
alf(x)=0ex%-(x+2)=0<x=-2vx=0 2
0 0 3
j (x3 + 2x2)dx = [%x“ +%x3]_2 =2
5

Bildungsplan BW—- & KMK—-Standardbezug
a) 3.2.1 (20), (23)

Standardstufe 8:
Standardstufe 10:
Nicht Standardstufe 10: b)

Teil- BE Leitideen allgemeine mathematische
aufg. Kompetenzen
L1 | L2 | L3 | L4 | L5 K1 | K2 | K3 | K4 | K5 | K6




Poolaufgaben Mathematik

grundlegendes Niveau

Teil A; Analysis

2017-2.1
BE
a Die Abbildung zeigt die Graphen einer Funktion und deren erster Ableitungsfunktion. | 2
y
N N .
QL A, N
0 mR Wn >
-1
Geben Sie an, welcher der beiden Graphen | und Il die Ableitungsfunktion darstellt,
und begriinden Sie Ihre Angabe.
b Fur einen Wert von k mit k €IR™ wird die in IR definierte Funktion f mit 3
f(x)=ksin(x) betrachtet. Fir 0 <x < schlieRt der Graph von f mit der x-Achse
ein Flachenstiick mit dem Inhalt 1 ein. Bestimmen Sie den Wert von k.
5
Erwartungshorizont
BE
a|Graph Il 2
Graph | liegt fir T < x < 3T oberhalb der x-Achse. Wirde Graph | die Ableitungs-
funktion darstellen, so ware Graph Il fur T<x< 37“ streng monoton steigend. Da
dies nicht der Fall ist, stellt Graph Il die Ableitungsfunktion dar.
bl T ™ N L 3
Iksm(x)dx =[—kcos(x)]o =2k, %k=1ck=1
0
5
Bildungsplan BW— & KMK—Standardbezug
Standardstufe 8:
Standardstufe 10: a) 3.3.4 (25)
Nicht Standardstufe 10: b)
Teil- BE Leitideen allgemeine mathematische
aufg. Kompetenzen
L1 | L2 | L3 | L4 | L5 K1 | K2 | K3 | K4 | K5 | K6
a 2 X I 1 I
3 X | X | X | X M 1] I



Poolaufgaben Mathematik

2018-1.1

grundlegendes Niveau

Gegeben ist die in IR\ {0} definierte Funktion f mit f(x)= % +1.

a Skizzieren Sie den Graphen von f.

X2

Teil A; Analysis

BE

b Der Graph von f schlieRt mit der Gerade mit der Gleichung Y =1 sowie den Geraden | 3

mit den Gleichungen x=1 und X =2 ein Flachenstiick ein. Berechnen Sie den In-

halt dieses Flachenstuicks.

5
Erwartungshorizont
BE
a ]4 v 2
AR NN
A FO°T ?‘?X
" [roc2 3
1
5
Bildungsplan BW— & KMK—Standardbezug
Standardstufe 8:
Standardstufe 10: a) 3.3.4 (1), (6)
Nicht Standardstufe 10: b)
Teil- BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
aufg. Kompetenzen bereich?
L1 | L2 | L3 | L4 | L5 K1 | K2 | K3 | K4 | K5 | K6 I no|
a 2 X I 1 1
3 X | X | X | I 1 2

2 Fir jede Teilaufgabe wird zu jedem Anforderungsbereich die Anzahl der Bewertungseinheiten eingetragen, die
dem Anforderungsbereich zuzuordnen sind.

Bei jeder Aufgabe zum Prufungsteil A liegen die Anzahlen der Bewertungseinheiten — abhéangig von Anforde-
rungsniveau und Aufgabengruppe —in den Bereichen, die der folgenden Tabelle zu entnehmen sind:

Anzahl der BE

Anforderungsniveau erhéht grundlegend
Anforderungsbereich | ] 1] | 1
Aufgabengruppe 1 1-2 3-4 — 2-3 2-3 —
Anzahl der BE
Aufgabengruppe 2 0-1 0-2 3-4 0-1 1-2 3




Poolaufgaben Mathematik grundlegendes Niveau Teil A; Analysis

2018 -1.2
BE
Gegeben ist die in IR definierte Funktion f: x> 3—2sinx.
a Ermitteln Sie die Gleichung der Tangente an den Graphen von f im Punkt (0 |f(0)). 3
b Geben Sie den Wertebereich von f an. 2
5
Erwartungshorizont
BE
a|f'(x)=-2cosx, f'(0)=-2, f(0)=3 3
Damit; Y =-2X+3
b|[£5] 2
5
Bildungsplan BW— & KMK-Standardbezug
Standardstufe 8: a) 3.2.1(7)
Standardstufe 10: a) 3.3.1 (12), (13), 3.3.4 (11), (17), (18)
b) 3.3.4 (11)
Nicht Standardstufe 10:
Teil- BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
aufg. Kompetenzen bereich
L1 | L2 | L3 | L4 | L5 K1 | K2 | K8 | K4 | K5 | K6 [ I 11}
a 3 X X | 3

2 X X 1] 1] I 2




Poolaufgaben Mathematik grundlegendes Niveau Teil A; Analysis

2018-2.1

BE

Ein Behalter enthalt zu Beobachtungsbeginn zwei Liter einer Flissigkeit. Fur die an-
schlielBenden funf Stunden gibt die Funktion f mit f(t) = —t-(t — 4) die momentane Zu-
flussrate der Flussigkeit in Liter pro Stunde an. Dabei ist t die seit Beobachtungsbeginn
vergangene Zeit in Stunden.

a Begriinden Sie, dass das Volumen der Flussigkeit im Behalter innerhalb der ersten 3
vier Stunden nach Beobachtungsbeginn durchgehend zunimmt.

b Geben Sie eine Gleichung an, mit der berechnet werden kann, wie viele Stunden 2
vom Beobachtungsbeginn an vergehen, bis der Behélter sieben Liter der Flissigkeit
enthalt.

5
Erwartungshorizont
BE
a|Der Graph von f ist eine nach unten gedffnete Parabel, die bei t=0 und t=4 die 3
t-Achse schneidet, d. h. es gilt f(t)>0 fir 0<t<4.
b ¢ 2
2+ If (x)dx =7
0
5
Bildungsplan BW— & KMK—Standardbezug
Standardstufe 8: a) 3.2.1 (23), 3.2.4 (11),
Standardstufe 10: a) 3.3.4 (24), (25)
Nicht Standardstufe 10: b)
Teil- BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
aufg. Kompetenzen bereich
L1 | L2 | L3 | L4 | L5 K1 | K2 | K3 | K4 | K5 | K6 I I 11}
a 3 X m | m I 1 2
2 X X I 11} I 1 1




Poolaufgaben Mathematik

grundlegendes Niveau

Teil A; Analysis

2019-1.1
BE
Gegeben sind die in IR definierten Funktionen g:x +— x> -3 und h: X~ X2 +2x+1.
a Zeigen Sie, dass sich die Graphen von g und h nur fir x=-1 und X =2 schneiden. | 2
b Berechnen Sie den Inhalt der Flache, die die Graphen von g und h einschlie3en. 3
5
Erwartungshorizont
BE
a| g(x)=h(x) hat als quadratische Gleichung héchstens zwei Lésungen. 2
g(-1)=-2=h(-1), g(2)=1=h(2)
b| 2 2 3
))dx = [ (-2x® +2x +4)dx =| - 2x% + x* + 4x
J; I( Fexs ) [ 3% T :|—1
——?+4+8—§—1+4:9
5
Bildungsplan BW— & KMK-Standardbezug
Standardstufe 8: a) 3.2.1 (7), (26)
Standardstufe 10:
Nicht Standardstufe 10: b)
Teil- BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
aufg. Kompetenzen bereich
L1 | L2 | L3 | L4 | L5 K1 | K2 | K3 | K4 | K5 | K6 I no|n
a 2 X X | | 2
3 X | X | X I I 1 2




Poolaufgaben Mathematik grundlegendes Niveau Teil A; Analysis

2019-1.2

BE

Gegeben ist die Funktion f mit f(X) = %XS —%X +1und xelR.

a Bestimmen Sie die x-Koordinaten der Punkte, in denen der Graph von f die Gerade 2
mit der Gleichung Y =1 schneidet.

b Unter den Tangenten an den Graphen von f hat eine die kleinste Steigung. Bestim- 3
men Sie die Steigung dieser Tangente.
5
Erwartungshorizont
BE
a f(x)=1<:>%x-(x2—4)=O<:>x=—2vx=0vx=2 2
bl (y)=x2_4 3
f'(x)=x"-3
f'(x) nimmt fir x =0 den kleinsten Wert an, die Tangente hat also die Steigung —%
5
Bildungsplan BW— & KMK—Standardbezug
Standardstufe 8: a) 3.2.1 (9), (22), (23)
b) 3.2.4 (16)
Standardstufe 10: b) 3.3.1 (12), 3.3.4 (17)
Nicht Standardstufe 10:
Teil- BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
aufg. Kompetenzen bereich
L1 | L2 | L3 | L4 | L5 K1 | K2 | K3 | K4 | K5 | K6 [ I I
a 2 X X | X | [ 2
3 X X I I [ 1 2




Poolaufgaben Mathematik grundlegendes Niveau Teil A; Analysis
2019-2.1
BE
Gegeben ist die Funktion f: x> sin(x)—2 mit Definitionsmenge IR.
a Skizzieren Sie den Graphen von f fir —11 <x <411 im abgebildeten Koordinatensys- | 1
tem.
y
0 21 3m il
b Jede Tangente an den Graphen von fin einem der Punkte (2km|f(2km)) mit keIN | 4
schliel3t mit den Koordinatenachsen ein Dreieck ein. Begriinden Sie, dass jedes die-
ser Dreiecke gleichschenklig ist.
5
Erwartungshorizont
BE
a y 1
b| f'(2kiT) =cos(2ktr) =1 fir alle k IN, d. h. die betrachteten Tangenten haben die 4
Steigung 1. Bei jeder Tangente haben die Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen
also den gleichen Abstand vom Koordinatenursprung. Damit hat jedes der betrachte-
ten Dreiecke zwei gleich lange Seiten.
5
Bildungsplan BW— & KMK-Standardbezug
Standardstufe 8:
Standardstufe 10: a) 3.3.4 (11),
b) 3.3.1 (13), 3.3.4 (10), 3.3.4 (11), 3.3.4 (17),
Nicht Standardstufe 10:
Teil- BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
aufg. Kompetenzen bereich
L1 | L2 | L3 | L4 | L5 K1 | K2 | K3 | K4 | K5 | K6 I nof
a X | X [ 1
X | X | X m | m I 1 3




Poolaufgaben Mathematik grundlegendes Niveau Teil A; Analysis

2020-1.1
BE
Gegeben ist die in IR definierte Funktion f: x> x3 —12x +16.
a Zeigen Sie, dass —2 und 2 die Extremstellen von f sind. 3
b Begrinden Sie, dass die x-Achse den Graphen von f in genau einem Punkt berihrt. | 2
5
Erwartungshorizont
BE
3

a f’(x):3x2—12=0<:>x2=4<:>x=—2vx:2
f’(x) andert bei x =—2 und bei x =2 sein Vorzeichen.

b| Die x-Achse kann diesen Funktionsgraphen, der keinen Terrassenpunkt hat, nur in 2
einem Extrempunkt berihren. Es gilt f(-2)=0 und f(2)=0.

5
Bildungsplan BW— & KMK—Standardbezug
Standardstufe 8:
Standardstufe 10: a) 3.3.1.(12) 3.3.4 (7), (24)
b) 3.3.4 (24), (25)
Nicht Standardstufe 10:
Teil- BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
auf-
gabe K1 K2 K3 K4 K5 K6 I Il Il
a 3 | | 3
b 2 Il Il | 2




Poolaufgaben Mathematik

grundlegendes Niveau

Teil A; Analysis

2020-1.3
BE
Der Graph einer quadratischen Funktion f verlauft durch den Koordinatenursprung. Die | 5
Tangente an diesen Graphen im Punkt (2|f(2)) hat die Gleichung y=4X-2. Bestim-
men Sie einen Funktionsterm von f.
Erwartungshorizont
BE
5

f(x):ax2+bx+c

Es gilt f(0)=0<>c=0. Damit liefern f(2)=4-2-2=6 und f'(2)=4 das folgende

Gleichungssystem:
| 4a+2b=6
Aus | und Il ergibt sich b =2 und damit a = 1.

Il 4da+b=4

Bildungsplan BW—- & KMK-Standardbezug

Standardstufe 8: 3.2.1 (21),

Standardstufe 10: 3.3.1.(12), 3.3.4 (17)

Nicht Standardstufe 10:

allgemeine mathematische Kompetenzen

Anforderungsbereich

Teil- BE

auf-

gabe K1 K2 K3 K4 K5 K6 | 11 11
5 Il Il | 2 3




Poolaufgaben Mathematik grundlegendes Niveau

2021-1.1

Die Abbildung 1 zeigt den Graphen einer in IR definierten Funktion f, die Abbildung 2

den Graphen einer Stammfunktion F von f.

Teil A; Analysis

BE

a Bestimmen Sie ausschlief3lich mithilfe der Abbildung 2 den Wert des

5
Terms Jf(x)dx.
1

5
b Beschreiben Sie, wie man den Wert des Terms Jf(x)dx ausschlief3lich mithilfe der 3

1
Abbildung 1 bestimmen kdnnte.

5
Erwartungshorizont
BE
a F(5)—F(1)z—13—17=—3 2
b|Man kénnte die Anzahl der Kastchen bestimmen, die der Graph von f fir 1<x <5 3
mit der x-Achse einschlief3t. Multipliziert man die Anzahl der K&stchen mit 0,25 und
mit -1, so erhalt man den gesuchten Wert.
5

Bildungsplan BW— & KMK—-Standardbezug

Standardstufe 8:
Standardstufe 10:
Nicht Standardstufe 10: a), b)

Teil- BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
auf-
gabe K1 K2 K3 K4 K5 K6 | Il Il
a 2 Il | | 1 1
b 3 | | Il 2 1




Poolaufgaben Mathematik grundlegendes Niveau Teil A; Analysis

2021-1.2

Gegeben ist die in IR definierte Funktion f mit f(x) = x3 —x.

a Einer der folgenden Graphen I, Il und Il stellt f dar. Geben Sie die Graphen an, die
dafur nicht infrage kommen, und begriinden Sie Ihre Angabe.

'/\i”\// T N
/1 0 1 - 1 S OI\/“Z

X W
KW

BE

b Berechnen Sie den Inhalt der Flache, die der Graph von f und die x-Achse einschlie- | 3
Ben.
5
Erwartungshorizont
BE
a|Der Graph Il kommt nicht infrage, da f(0,5) <0 gilt, der Graph Il nicht, da die Stei- 2
gung des Graphen von f fir —0,5 < x <0,5 nicht konstant ist.
bl 9 0 3
3 4 2
2. I(x —x)dx=2-[%x -1x ]_1=2-(—%+%)=%
-1
5
Bildungsplan BW— & KMK-=Standardbezug
Standardstufe 8: a)3.2.1(7)
Standardstufe 10: a) 3.3.4 (17), (24)
Nicht Standardstufe 10: b)
Teil- BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
auf-
gabe K1 K2 K3 K4 K5 K6 | I I
a 2 I I 2

b 3 Il | 2 1




Poolaufgaben Mathematik grundlegendes Niveau Teil A; Analysis

2021 -1.3
BE
Gegeben ist die in IR definierte Funktion f: x - sin(x)+1.
2m
a Bestimmen Sie den Wert des Terms J' f(x)dx. 3
0
b Der Graph der Funktion g kann aus dem Graphen von f durch Strecken mit dem 2
Faktor 0,2 in x-Richtung und Verschieben um 3 in positive y-Richtung erzeugt wer-
den. Geben Sie einen Funktionsterm von g an.
5
Erwartungshorizont
BE
a 2m 2m 2m 3
J. f(x)dx = J' sin(x)dx + J' 1dx =0+ 2T =21
0 0 0
b| sin(5x)+4 2
5
Bildungsplan BW— & KMK-Standardbezug
Standardstufe 8:
Standardstufe 10: b) 3.3.4 (11)
Nicht Standardstufe 10: a)
Teil- BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
auf-
gabe K1 K2 K3 K4 K5 K6 | I I
a 3 I 2 1
b 2 I I 1 1




Poolaufgaben Mathematik grundlegendes Niveau Teil A; Analysis
2021 -2.1
BE
Die Abbildung zeigt den Graphen der in IR T
definierten Funktion f: x> 3x-€e*. ol
1]
) ll
a Die Funktion f hat genau eine Extrem- 2
stelle. Zeigen Sie rechnerisch, dass —~ | 119
diese -1ist. ™ ,4.
b Der Graph einer Stammfunktion F von f 2 3
verlauft durch den Koordinatenursprung.
Skizzieren Sie — ausschlie3lich unter S
Verwendung des Graphen von f — den
Graphen von F in der Abbildung.
5
Erwartungshorizont
BE
alf'(x)=3e* +3x-e*, f’(—1)=0 2
b T 3
P~ L
N I
NI
N
N K
— - 41 1o
5
Bildungsplan BW— & KMK-Standardbezug
Standardstufe 8:
Standardstufe 10:
Nicht Standardstufe 10: a), b)
Teil- BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
auf-
gabe K1 K2 K3 K4 K5 K6 I I I
a 2 [ I 1 1
b 3 1 I 1 3




Poolaufgaben Mathematik grundlegendes Niveau Teil A; Analysis

2022 -1.1
BE
Gegeben ist die in IR definierte Funk- “y
tion f mit f(x)=cos(x)+1. Die Ab-
bildung zeigt ihren Graphen G . V S
f
Die Gerade g verlauft durch die .
Hochpunkte von G . 0 ™ 2m ’
a Begriinden Sie, dass die Gerade g durch die Gleichung Y =2 dargestellt werden 1
kann.
b Bestimmen Sie den Inhalt der Flache, die in der Abbildung grau markiert ist. 4
5
Erwartungshorizont
BE
a|Alle Hochpunkte von G; haben die y-Koordinate 2. 1
b| Der Inhalt der grau markierten Flache stimmt mit dem Inhalt der Flache Uberein, 4
die g mit der x-Achse und den Geraden mit den Gleichungen x =0 und X=TT ein-
schlief3t. Folglich betragt der gesuchte Inhalt 2-1r.
5
Bildungsplan BW— & KMK-Standardbezug
Standardstufe 8:
Standardstufe 10: a) 3.3.4 (10), (11)
b) 3.3.4 (11)
Nicht Standardstufe 10:
Teil- BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
auf-
Gabe K1 K2 K3 K4 K5 K6 | I I
a 1 | | 1
4 I [ | 2 2




Poolaufgaben Mathematik grundlegendes Niveau

Teil A; Analysis

2022 -1.2
BE
a Die Abbildung zeigt den Graphen der Funktion ., 3
B4
f:x>a-b* mit a,belR*. Bestimmen Sie die 3 /
passenden Werte von a und b.
L~ X |
21 4o °
b Der Graph der in IR definierten Funktion g: x — 3* wird um 2 in negative x-Richtung | 2
verschoben. Zeigen Sie, dass der dadurch entstehende Graph auch durch eine Stre-
ckung des Graphen von g in y-Richtung erzeugt werden kann.
5
Erwartungshorizont
BE
a|f(0)=2=a=3 3
Damit; f(1)=2c>%-b=2<:>b:4
b| g(x+2)=3%?2=3%.32=9.9g(x) 2
5

Bildungsplan BW- & KMK-Standardbezug
Standardstufe 8: a)3.2.1(7)
Standardstufe 10: b) 3.3.1 (3), 3.3.4 (6)
Nicht Standardstufe 10:

Teil- BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
auf-
gabe K1 K2 K3 K4 K5 K6 | Il 11
a 3 | | | 3
b 2 Il Il 2




Poolaufgaben Mathematik grundlegendes Niveau Teil A; Analysis

2022 -1.3
BE
Der Graph derin IR\ {1} definierten Funktion g: x +— —1_ -5 geht aus dem Graphen | 5
-1

derin IR\ {0} definierten Funktion f: X X—12 durch eine Verschiebung in x-Richtung

und eine Verschiebung in y-Richtung hervor. Geben Sie die beiden Verschiebungen

an. Geben Sie einen Term der ersten Ableitungsfunktion von f an und berechnen Sie

unter Verwendung dieses Terms den Wert der ersten Ableitungsfunktion von g an der
Stelle 2.
Erwartungshorizont

BE

Verschiebung um 1 in positive x-Richtung und um 5 in negative y-Richtung 5
f'(x) = —X—23

g(2)=f(1)=-2
Bildungsplan BW— & KMK-Standardbezug
Standardstufe 8:
Standardstufe 10: 3.3.1(12)

3.3.4 (6), (17), (25)

Nicht Standardstufe 10:

Teil- BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich

auf-
e K1 K2 K3 K4 K5 K6 | I I

5 1] Il | | 3 2




Poolaufgaben Mathematik

grundlegendes Niveau

Teil A; Analysis

2022 -2
BE
Gegeben ist die in IR definierte Funktion f mit f(x) = x2 . Bestimmen Sie diejenige re- 5
elle Zahl m mit m <0, fur die der Graph von f und die Gerade mit der Gleichung
y =m-x eine Flache mit dem Inhalt 36 einschliel3en.
Erwartungshorizont
BE
2 5

=mx<X=0vX=m

—x2 -1 2_1
(mx X )dx_[zmx 3

Je—o X

~im®=36 om=-6

Bildungsplan BW— & KMK—

0
317 _ 13 . 1m3_ 13
x]m_ 5m” +2m” =—2m
Standardbezug

Standardstufe 8:
Standardstufe 10:
Nicht Standardstufe 10:

ganze Aufgabe

Anforderungsbereich

Teil- BE allgemeine mathematische Kompetenzen
auf-
gabe K1 K2 K3 K4 K5 K6 | Il 11

2 3




Bildungsplan BW— & KMK-Standardbezug

Poolaufgaben Mathematik grundlegendes Niveau Teil A; Analysis
2023-1.1
BE
Die Abbildung zeigt den Graphen der in IR defi-
nierten linearen Funktion f.
a Begrunden Sie, dass f(x) = %x +5 gilt. 1
b Berechnen Sie den Abstand des Koordinaten- 4
ursprungs zum Graphen.
5
Erwartungshorizont
BE
a|Der Graph ist eine Gerade mit der Steigung % die die y-Achse im Punkt (0 | 5) 1
schneidet.
bl e - .y =-2X 4
Gleichung des Lots vom Koordinatenursprung auf den Graphen:
Ix+5=-2x25x=-"5<x=-2 f(-2)=4
Damit ergibt sich fiir den Abstand V2° +4% =20 |
5

Standardstufe 8: a) 3.2.4 (6), (7)
Standardstufe 10: b) 3.3.4 (18), 3.3.2 (9)
Nicht Standardstufe 10:
Teil- BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
auf-
gabe K1 K2 K3 K4 K5 K6 | Il 11
a 1 | | 1
4 Il Il | | 2 2




Poolaufgaben Mathematik grundlegendes Niveau Teil A; Analysis
2023-1.2
BE
Betrachtet wird eine Funktion f, deren Graph symmetrisch beziglich der y-Achse ist.
Die Tangente t; an den Graphen von fim Punkt (1] f(1)) hat die Gleichung
y=%x+4.
a Geben Sie eine Gleichung der Tangente t, an den Graphen von fim Punkt 2
(-11f(~1)) an und begriinden Sie lhre Angabe.
b Die Tangenten t; und t, schlieRen mit der x-Achse ein Dreieck ein. Bestimmen Sie | 3
den Umfang des Dreiecks.
5
Erwartungshorizont
BE
2

aly=—2x+4

Aufgrund der Symmetrie des Graphen von f liegen t; und t, symmetrisch bezuglich

Bildungsplan BW—- & KMK—-Standardbezug

Standardstufe 8:

Standardstufe 10: a) 3.3.4 (18),
b) 3.3.2 (9)

Nicht Standardstufe 10:

der y-Achse.
b| t; schneidet die Koordinatenachsen in den Punkten (-3|0) und (0|4). Damit ergibt| 3
sich fur den Umfang des Dreiecks 2-3 +2-+/3%2 + 42 =16.
5

Teil- BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
auf-
gabe K1 K2 K3 K4 K5 K6 | Il 11
a 2 Il I | | 1 1
b 3 Il Il | 2 1




Teil A; Analysis

Poolaufgaben Mathematik grundlegendes Niveau
2023 -1.3
BE
Die Abbildung zeigt den Graphen der in IR definierten Funk- “y
tion f:x>x*—4x3.
1
a Berechnen Sie den Wert des Integrals ff(x)dx. x | 2
O L4
b Beurteilen Sie, ob die folgende Aussage richtig ist: 3
Fur die Abbildung wurde eine Langeneinheit auf der
x-Achse ebenso grolR gewahlt wie auf der y-Achse.
5
Erwartungshorizont
BE
all 1 2
5 4
J'f(x)dx=[%x - X ]0 =-2
0
b|Die Aussage ist falsch. 3
Begrindung: f hat die Nullstellen O und 4. Der Punkt des Graphen mit der x-Koordi-
nate 3 hat die y-Koordinate —27, liegt aber nicht neunmal so weit von der x-Achse
entfernt wie von der y-Achse.
5
Bildungsplan BW— & KMK—Standardbezug
Standardstufe 8:
Standardstufe 10: b) 3.3.4 (7)
Nicht Standardstufe 10: a)
Teil- BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
auf-
o K1 K2 K3 K4 K5 K6 | I M
a 2 | 2
b 3 I I | | 3




Poolaufgaben Mathematik grundlegendes Niveau

2023 -2

2
Betrachtet wird die in IR definierte Funktion f mit f(X) =el),

a Geben Sie die Wertemenge von f an.

b Fir die erste Ableitungsfunktion f’ von fgilt f'(x)=2x-f(x). Die Graphen von f und
f’ schneiden sich in einem Punkt. Bestimmen Sie die Steigung des Graphen von fin

diesem Punkt.

Teil A; Analysis

BE

5

Erwartungshorizont
BE
aj [1+oof 2
ble(x)=2x-f(x) > x=1 F(%)=e 3
5

Bildungsplan BW— & KMK-Standardbezug

Standardstufe 8:
Standardstufe 10:
Nicht Standardstufe 10: a), b)

Anforderungsbereich

Teil- BE allgemeine mathematische Kompetenzen

auf-

gabe K1 K2 K3 K4 K5 K6 | Il Il
a 2 1 1 | 1 1
b 3 1" 1l Il 1 2
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2024 -1.1
BE
Die Abbildung zeigt den Graphen G; einerin IR Ay
definierten Funktion f. 41
a Bestimmen Sie grafisch den Wert des Integrals 31 2
-15
J- f(x)dx.
2.
3 Gy
b Beschreiben Sie, wie der Graph der in IR defi- 11 3
nierten Funktion u mit u(x) =—f(x)+2 aus G;
erzeugt werden kann. Geben Sie die Koordina- T T 51 =1 & o 1X>
ten des Hochpunkts des Graphen von u an.
5
Erwartungshorizont
BE
a|Anzahl der Kastchen: etwa 8 2

8-0,25=2, d. h. der Wert des Integrals ist etwa 2.

b |Der Graph von u kann aus G; durch Spiegelung an der x-Achse und anschlieRender | 3
Verschiebung um 2 in positive y-Richtung erzeugt werden.
Hochpunkt: (0]2)

5
Bildungsplan BW- & KMK-Standardbezug
Standardstufe 8:
Standardstufe 10: b) 3.3.4 (6)
Nicht Standardstufe 10: a)
Teil- BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
auf-
gabe K1 K2 K3 K4 K5 K6 | Il 1]
a 2 I I 2
b 3 Il Il 3
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2024 -1.2
BE
Gegeben ist die in IR definierte Funktion f mit f(x) =x> - 4x.
a Begriinden Sie, dass der Graph von f symmetrisch bezliglich des Koordinatenur- 1
sprungs ist.
b Der Graph von f und die x-Achse schliel3en eine Flache ein, die aus zwei Flachen- 4
stiicken besteht. Berechnen Sie den Inhalt dieser Flache.
5
Erwartungshorizont
BE
a|Das Polynom f(x) enthélt ausschlieflich Potenzen von x mit ungeraden 1
Exponenten.
b f(x)=0<:>x-(x2—4)=0<:>x=—2vx=0vx:2 4
r 4 270
2- [ f(x)dx=2-]Lx* —2x =2.(0-(4-8))=8
[ 109 E [,=2-(0-(4-9))
5
Bildungsplan BW— & KMK-Standardbezug
Standardstufe 8:
Standardstufe 10: a) 3.3.4 (12)
Nicht Standardstufe 10: b)
Teil- BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
auf-
gabe K1 K2 K3 K4 K5 K6 I I I
a 1 | | 1
b 4 I I 2 2




Poolaufgaben Mathematik

2024-1.3

Gegeben sind die in IR definierten Funktionen g

mit g(x)=2-e*—2 und h mit h(x)=e*+1.

Die Abbildung zeigt ihre Graphen.

a Die erste Ableitungsfunktion von g wird mit g’
bezeichnet. Berechnen Sie g’(O) und veran-

schaulichen Sie in der Abbildung, wie man
diesen Wert grafisch ermitteln kann.

b Beurteilen Sie die folgende Aussage:

Es gibt eine Verschiebung in y-Richtung,
durch die der Graph von h aus dem Gra-
phen von g erzeugt werden kann.

Erwartungshorizont

grundlegendes Niveau

1

Teil A; Analysis

-3

-2 -1

Graph von g

-1

BE

BE

Graphvong /,

,
‘

.
v
.

nicht Gbereinstimmen.

b| Die Aussage ist falsch, da die Steigungen der Graphen von g und h an der Stelle 0

Bildungsplan BW— & KMK-Standardbezug

Standardstufe 8:
Standardstufe 10:

b) 3.3.4 (6), (17)

Nicht Standardstufe 10: a) erster Teil

a) zweiter Teil 3.3.4 (17)

Teil- BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
auf-
gabe K1 K2 K3 K4 K5 K6 | Il Il
a 3 I Il | 2 1
b 2 I} Il I} Il 2




Poolaufgaben Mathematik grundlegendes Niveau Teil A; Analysis
2024 -2.1
BE
Gegeben ist die in IR definierte Funktion f mit \ I
f(X) = %XZ ) \ 12 /
Die Abbildung zeigt den Graphen von f sowie die Tan- \ 1o
gente t an den Graphen von fim Punkt (4]f(4)). \ 8
a Geben Sie anhand der Abbildung eine Gleichung 6 1
der Tangente t an. \ 4 /
b Weisen Sie nach, dass fur jeden Wert uelR die 5 4
Tangente an den Graphen von fim Punkt (uf(u))
die y-Achse im Punkt (0|—f(u)) schneidet. 4 0 F 4
-1
5
Erwartungshorizont
BE
aly=4x-8 1
b|Gleichung der Tangente: y=mx+n 4
f(u)zéuz; m=f'(u)=u
1,2 _ —_1,2 —
Zu®=u-u+n o n=-1u",d. h. n=—f(u)
5

Bildungsplan BW— & KMK—Standardbezug
Standardstufe 8: a) 3.2.4 (6)
Standardstufe 10: b) 3.3.4 (18)
Nicht Standardstufe 10:

Teil- BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
auf-
gabe K1 K2 K3 K4 K5 K6 I Il Il
a 1 | | 1
b 4 1 I Il 1 3




Poolaufgaben Mathematik grundlegendes Niveau Teil A; Analysis

2024 -2.2
BE
Gegeben sind die Funktion f:x /X mit Definitionsmenge IR} und die Gerade g mit | 5
der Gleichung y = %x. Betrachtet wird das Intervall, das von den x-Koordinaten der
beiden Schnittpunkte des Graphen von f und der Gerade g begrenzt wird.
In diesem Intervall gibt es eine Stelle, an der die lokale Anderungsrate von f mit der
mittleren Anderungsrate von f in diesem Intervall (ibereinstimmt. Bestimmen Sie diese
Stelle.
Erwartungshorizont
BE
Die betrachtete mittlere Anderungsrate ist gleich der Steigung von g. 5
it yilt i AR A ! 1 _1 _ -

Damit gilt fir xeR*: f'(x)=1 < SE=i e Jx=2 o x=4
Bildungsplan BW— & KMK—Standardbezug
Standardstufe 8:
Standardstufe 10: 3.3.1 (4), 3.3.4 (15),(17)
Nicht Standardstufe 10:

Teil- BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich

auf-

gabe K1 K2 K3 K4 K5 K6 | I I

5 I 1] I 1] 2 3
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2015 - WTR
BE
Die Abbildung zeigt den Graphen G; der Funktion f: X+ (1-x)-e* mit Definitionsbe-
reich IR.
y
/‘r
// 0 X,
-4 -3 -2 -1 0 2
-1 \
-2 \
Fir die zweite Ableitung von f gilt f"(x)=—(1+x)-e*.
1 a Berechnen Sie die Koordinaten der Schnittpunkte von G; mit den Koordinaten- 3
achsen.
b Bestimmen Sie rechnerisch Monotonie und Krimmungsverhalten von G; . 6
¢ Ermitteln Sie rechnerisch die Gleichung der Tangente an den Graphen von fin 4

dessen Wendepunkt.

d Auf der y-Achse gibt es Punkte, die auf einer Tangente an G; liegen. Geben Sie 3
die y-Koordinaten dieser Punkte an und begriinden Sie lhre Angabe mithilfe des
Verlaufs von G;.

e Betrachtet werden alle Rechtecke ABCD, die folgende Bedingungen erfllen: 5
+ Die Punkte B(1]0) und D(u|f(u)) mit ue ] sind Eckpunkte.
+ Die Seiten sind parallel zu den Koordinatenachsen.
Zeichnen Sie ein solches Rechteck in die Abbildung ein.

Die folgenden Aussagen |, Il und Il stellen im Zusammenhang mit den beschrie-
benen Rechtecken die Losung einer Aufgabe dar:

I R(u)=(1-u)-f(u)
I R'(u)=0<u=-1undes gilt R"(-1) <0
Il R(-1)~15

Formulieren Sie die zugehdérige Aufgabenstellung und beschreiben Sie die Bedeu-
tung jeder Aussage im Zusammenhang mit den beschriebenen Rechtecken.
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f Firein aclR ist die in IR definierte Funktion F: X (a—x)-eX eine Stammfunk- | 3
tion von f. Bestimmen Sie den Wert von a.

(zur Kontrolle: a=2)

2 Betrachtet wird ein 150 m langer Abschnitt eines Damms. Die Profillinie des Quer-
schnitts des Damms wird flir —4 <x <1 modellhaft durch die Funktion f beschrieben,
und zwar fur —4 <x <0 auf der Seeseite und fur 0 <x <1 auf der Landseite. Das
Modell geht von einer horizontalen Grundflache des Damms aus, die im Querschnitt
durch die x-Achse beschrieben wird. Eine Langeneinheit im Koordinatensystem ent-
spricht 10 m in der Realitat.

a Berechnen Sie das Volumen dieses Abschnitts des Damms. 5

b Bestimmen Sie fur die Seeseite des Damms rechnerisch die mittlere und die 5
grofte Steigung der Profillinie jeweils in Prozent.

¢ Ermitteln Sie fur die Landseite des Damms rechnerisch die Grol3e des grof3ten 3
Neigungswinkels der Profillinie gegen die Horizontale.
d Durch die Wirkung des Wassers verliert der Damm mit der Zeit an Hohe. Be- 3

0
schreiben Sie die Bedeutung des Terms 15000 - j (f(x) —0,95-f(x))dx im Sach-
4

zusammenhang.
40
Erwartungshorizont
BE
1la| f(x)=0<«x=1, d. h. Schnittpunkt mit der x-Achse: (1|0) 3
f(0)=1, d. h. Schnittpunkt mit der y-Achse: (0|1)
b|f'(x)=-x-€", f(x)=0<x=0, f"(x)=-(1+x)-&*, {"(x)=0=x=-1 6
Vorzeichenbetrachtungen von f'(x) und f"(x) liefern:
G; ist fir x <0 streng monoton steigend, fur x >0 streng monoton fallend, fiir
X <=1 linksgekrimmt und fiir x > -1 rechtsgekrimmt.
c|f(-1)=2, f(-1)=1 4
1 _2 _3
E'(—l)-l-t—E@t—E
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Damit: y=2-X+

o |w

d |Dem Graphen lasst sich entnehmen, dass alle Tangenten an G; in den Punkten 3
(a | f(a)) die y-Achse oberhalb der x-Achse schneiden. Die y-Koordinaten der
Schnittpunkte werden fiir a — —oo beliebig klein und fiir a — +co beliebig grof3.
Die y-Koordinaten nehmen damit alle positiven reellen Zahlen an.

e | Aufgabenstellung: Unter den betrachteten Recht- Ty 5
ecken gibt es eines mit grof3tem Flacheninhalt. D_—T~C
Berechnen Sie dessen Flacheninhalt. — 1l o ut

-4 -3 -2A -1 0B 2
Bedeutungen der Aussagen: - \
-2
| R(u) gibt die Flacheninhalte der Rechtecke \

in Abhangigkeit von u an.
Il Der Flacheninhalt des Rechtecks mit u=-1 ist maximal.

Il Der maximale Flacheninhalt betragt etwa 1,5.

f|F(x)=(-1+a-x)-e¥, F(x)=f(x)=a=2 3
2|a 1 1 5
150-100- [ f(x)dx=150-100-| (2-x)-e* | ~39126
4 -
Der Abschnitt des Damms hat ein Volumen von etwa 39000 Kubikmetern.
: . f(0)-f(-4
b mittlere Steigung: % ~23% 5
groRte Steigung: f'(—1)~37%
¢ [Mit f'(1)=—€ ergibt sich: tana=—e, d. h. a~-70° 3
Der grofite Neigungswinkel der Profillinie gegen die Horizontale hat eine GréRRe
von etwa 70°.

d |Der Term beschreibt die Abnahme des Volumens des Damms auf der Seeseite in | 3
Kubikmetern, wenn der Damm dort an jeder Stelle 5% seiner Hohe verloren hat.

40

Bildungsplan BW— & KMK-Standardbezug
Standardstufe 10: le) 3.3.4 (24)

Nicht Standardstufe 10: la),b),c),d),f)
2
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Teil- BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungsbe-
aufg. Kompetenzen® reich
L1 L2 L3 L4 L5 K1 | K2 | K3 | K4 | K5 K6 | Il 1
la 3 X X | X
b 6 X X | 1l X
c 4 X X X | | X
d 3 X X Il Il 1 X
e 5 X X X X Il Il 1 X
f 3 X X | 1l X
2a 5 X X X X Il 1 1 X
5 X X X X | | | X
C 3 X X X X | 1l | X
d 3 X X X 1 1 1 X

3 Fur jede Kompetenz, die bei der Bearbeitung der Teilaufgabe eine wesentliche Rolle spielt, ist der Anforderungs-
bereich (1, Il oder 1) eingetragen, in dem die Kompetenz benétigt wird.
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2015 - CAS

BE

BMX-Fahrrader sind speziell fiir das Gelande ausgelegte Sportgerate. Fiur den profes-
sionellen Einsatz dieser Fahrrader wird auf horizontalem Untergrund eine 3 m breite
Sprungschanze installiert. Im Langsschnitt der Schanze kann deren Profillinie fur

X e [—8;0] modellhaft durch die in IR definierte Funktion f mit f(x)= —%X?’ +%x +2

beschrieben werden. Abbildung 1 zeigt den zugehérigen Teil des Graphen von f.
S g

o
o717

\ 4

~ L~

N LT |0 X\
8|l -gl-al-2|lol2lalelgl10
HEENEN Lol b1 Abba

Der Startpunkt, von dem aus die Schanze durchfahren wird, wird durch den Punkt
S(-8|f(-8)) dargestellt, der Absprungpunkt durch A(0]f(0)). Der Untergrund wird
im Langsschnitt durch die x-Achse beschrieben; eine Langeneinheit im Koordinaten-
system entspricht 1 m in der Wirklichkeit.

a Berechnen Sie die Koordinaten des Punkts, der im Modell den tiefsten Punkt der 4
Schanze darstellt. Bestimmen Sie rechnerisch die Hohendifferenz zwischen dem
hochsten und dem tiefsten Punkt der Schanze.

b Veranschaulichen Sie in Abbildung 1 die mittlere Steigung der Schanze zwischen 4
Startpunkt und Absprungpunkt. Bestimmen Sie diese Steigung.

¢ Bestimmen Sie die GroRRe des Winkels, den die Schanze im Startpunkt mit der Hori- | 3
zontalen einschlieft.

Abbildung 2 zeigt grau markiert eine Seite der
Schanze, die vollstandig mit einer ebenen Verklei-
dung versehen ist. Die beiden seitlichen Kanten der
Verkleidung stehen senkrecht zum Untergrund, der
obere Rand der Verkleidung hat die Form der Profilli-
nie. =

Abb. 2

d Zur Stabilisierung der Verkleidung soll an der entsprechenden Seite der Schanze 5
eine dinne Stahlschiene so angebracht werden, dass sie von einem Punkt des obe-
ren Rands bis zu der in Abbildung 2 unteren rechten Ecke der Verkleidung reicht.
Ermitteln Sie rechnerisch, wie lang diese Stahlschiene mindestens sein muss.

e Derjenige Teil der Verkleidung, der mindestens zwei Meter tber dem Untergrund 6
liegt, dient einer Firma als Werbeflache. Bestimmen Sie den Anteil dieser Werbefla-
che an der Gesamtflache der Verkleidung.
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An die Schanze soll sich ein fiir die Landung geeigneter Hiigel aus Erde anschlieRen.
Mdgliche Profillinien dieses Huigels werden im Modell fur x >0 durch Graphen der

Funktionen g, mit ga(x)=x-e“""x2 und aelR" beschrieben.

f Der Parameter a durchlauft die Werte von 0,01 bis 0,05. Beschreiben Sie, wie sich 2
dabei die Lage des Hochpunkts des Graphen von g, andert.

g Bestimmen Sie rechnerisch denjenigen Wert von a, flr den der héchste Punkt des 4
Hugels auf der gleichen Hohe wie der Absprungpunkt der Schanze liegt.

Fir die Profillinie des Hlgels wird a = 2—14 gewahlt.

h Die Profillinie des Hugels fallt — in Bewegungsrichtung der Sportler betrachtet — in 3
einem Punkt am stéarksten ab. Beschreiben Sie, wie die Koordinaten des entspre-
chenden Punkts im Modell rechnerisch ermittelt werden kénnen.

i Skizzieren Sie den Graphen von g. in Abbildung 1. 2
24

Die Flugbahnen der Sportler nach dem Absprung lassen sich im Modell vereinfachend
mithilfe quadratischer Funktionen beschreiben, deren Graphen im Punkt A ohne Knick
an den Graphen von f anschlieRen.

] Zeigen Sie, dass jede solche Funktion eine Gleichung der Form y =b-x? + 2.x+2 | 3
mit b eIR hat.

k Ein Sportler landet nach dem Absprung von der Schanze auf dem Hugel und er- 4
reicht dabei eine horizontal gemessene Sprungweite von 6 m. Bestimmen Sie auf
der Grundlage des Modells die grol3te Hohe, die der Sportler wahrend der Flug-
phase gegeniber dem Absprungpunkt erreicht.

40
Erwartungshorizont
BE
a|Abbildung 1 ist zu entnehmen, dass der tiefste Punkt der Schanze zwischen Start- 4
punkt und Absprungpunkt liegt; der héchste Punkt ist der Startpunkt.
Fur x € ]-8,0[ gilt: f'(x)=0=x=-85
_ 8 _ 4
y_f(—g 5)=2-£5
Mit f(-8)=6 ergibt sich als Héhendifferenz etwa 5,8 m.
b| St o Ay f(0)-f(-8) 4
ANERRSaL & 8 2
N\
A
N1 [0 Xy
-8 -6 -4 -2 Ql 2 4 8 8 10
| | | | | | | | |
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c|Mit f'(-8)=-3 ergibt sich: tana=-3, d. h. a~-716° 3
Die Grol3e des Winkels, den die Schanze im Startpunkt mit der Horizontalen ein-
schlief3t, betragt etwa 71,6°.

d |Der Abstand der unteren rechten Ecke von einem Punkt des oberen Rands lasst 5
sich in Abhangigkeit von der x-Koordinate dieses Punkts durch eine Funktion d mit

d(x):«/x2 +f(x)2 beschreiben. Fiir x [-8;0] nimmt d bei x ~ 0,925 seinen

kleinsten Wert an; der kleinste Wert ist etwa 1,61. Die Stahlschiene muss also min-
destens 1,61 m lang sein.

®|Fiir x e[-80] gilt f(x)=2x=-205,x=0 6
_815
5 0
[ (f(x)-2)dx=32; [f(x)dx=12
-8 -8
Damit; 32 =4
f |Mit zunehmendem Wert von a bewegt sich der Hochpunkt in negative x-Richtung 2

und in negative y-Richtung.

. N B 1
g|Fur x>0 gilt: ga(x)—O@x_E 4
o) =2 =2
h|Der entsprechende Punkt im Modell ist der Wendepunkt des Graphen von g, im 3
24

ersten Quadranten. Die zugehorige x-Koordinate ist die Losung der Gleichung
gL (x) =0 fur x> 0. Die zugehdorige y-Koordinate erhalt man mithilfe des Funktions-
24

terms von g .
24

i [P IS 61 2
\ Ay 4
N\
A ™~
M~ T |0 e
8| -6 -4 -2 0 2 4 3] 8 | 10
| | | | | | | | |

| | Die Funktionen haben Gleichungen der Form y =bx? +cx +d mit b,c,dIR. 3

Bezeichnet man die Funktionen mit h,, so ergibt sich mit h, (0)=f(0) und
hy(0)=f'(0): c=32, d=2

k| hy(6)=9: (6) liefert b~-0,143. 4

Die Funktion h_y,,43 hat einen gro3ten Wert von etwa 2,98, d. h. die gro3te Hohe
gegenuber dem Absprungpunkt betragt etwa 1 m.

40
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Bildungsplan BW— & KMK-Standardbezug

Standardstufe 8: a) 3.2.4 (3),
) 3.2.4 (1), (10)

Standardstufe 10: a) 3.3.4 (24),
b) 3.3.4 (15),
c) 3.3.4 (20),
) 3.3.4(17)

Nicht Standardstufe 10: d) (CAS), e), 1), g), h), i), k)

Teil- BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungsbe-
aufg. Kompetenzen reich
L1 | L2 | L3 | L4 | L5 K1 | K2 | K3 | K4 | K5 | K6 I Il Il

a 4 X X X X | | | X

b 4 X X X | | | X

C 3 X X X X | | X

d 5 X X X 1 1 1l X

e 6 X X X X Il Il 1 X

f 2 X X 1 |

g 4 X X X 1 Il 1l X

h 3 X X Il | 1l X

i 2 X | X

i 3 X X X I 1 1 X

k 4 X X X Il Il 1l
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2017 -WTR 1

BE

1 In einer Senke verlauft ein Fluss. Abbildung 1 zeigt modellhaft einen Querschnitt der
Senke und der beiden horizontalen Uferzonen.

y |
1 rechte Uferzone
linke Uferzone /
\\ /0 X’
-8 7] 6] 5 N4 | 3| 2 —1/ 0| 1 2 3
\\\ / P
Senke N_
~—
Abb. 1

Im Querschnitt kann die Profillinie der Senke modellhaft durch die Funktion f mit
f(x)=-5x%* +1 und x €[~ 6;0] beschrieben werden. Die Wasseroberflache wird im
Modell durch einen Abschnitt der x-Achse dargestellt, die Uferzonen durch zwei Stre-
cken, die jeweils parallel zur x-Achse verlaufen und liickenlos an den Graphen von f
anschliel3en. Eine Langeneinheit im Koordinatensystem entspricht einem Meter in der
Realitat.

Zur Funktion f sind Gleichungen der ersten und zweiten Ableitungsfunktion sowie ei-
ner Stammfunktion gegeben:

o f(x)=-5x-(2+x)-e

o "(x)=-10e* —20xe* - 5x°e*
. F(x)=x—5-(x2 —2x+2)-ex
a Berechnen Sie den H6henunterschied zwischen den beiden Uferzonen. 2

b Ermitteln Sie mithilfe von Abbildung 1, wie breit die Senke einen Meter unterhalb| 2
der Wasseroberflache ist.

¢ Deuten Sie die Gleichung f(x+3)=f(x) im Sachzusammenhang und bestimmen| 3
Sie mithilfe von Abbildung 1 eine Losung der Gleichung.

d Leiten Sie aus der Funktionsgleichung von f die angegebene Funktionsgleichung| 3
von f' her.

e Berechnen Sie die Tiefe des Wassers an der tiefsten Stelle der Senke. 4

Uber die Senke soll eine Briicke gebaut werden. Das eine Ende der Briicke soll auf
der linken Uferzone aufliegen, das andere Ende auf einem Sockel am rechten Ufer.
Die Profillinie der Bricke wird im Modell durch eine Strecke dargestellt, der Auflage-
punkt am rechten Ufer durch den Punkt B(0|11).

f Berechnen Sie die Lange der Bricke sowie deren Steigung in Prozent, wenn der| 4
linke Auflagepunkt im Modell durch den Punkt A(—6 |f(—6)) dargestellt wiirde.

g Ermitteln Sie, wie weit das linke Ende der Briicke vom Rand der Senke entfernt 3
lage, wenn die Bricke eine Steigung von 6 % hatte.
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h Zwischen dem tiefsten Punkt der Senke und ihrem rechten Rand gibt es einen 5
Punkt, in dem die Profillinie ihren gréfZten Neigungswinkel gegentiber der Horizon-
talen hat. Berechnen Sie diesen Neigungswinkel.

I Das Produkt aus dem Flacheninhalt des Flussquerschnitts (in m2) und der FlieR-| 5
geschwindigkeit des Wassers (in %) wird als Durchflussrate bezeichnet. Die Fliel3-

geschwindigkeit des Wassers betragt 0,5%. Der Abschnitt der x-Achse, der die

Wasseroberflache im Modell darstellt, wird ndherungsweise durch x ~—4,7 und
x = —0,6 begrenzt. Berechnen Sie die Durchflussrate.

2 Abbildung 2 zeigt den Graphen einer in IR "‘V
definierten ganzrationalen Funktion g vier- j 0
ten Grades.

|
I
B l
s I
/
/
|

1o W\
| \
0 X
-1 10 1 2 3 4
| [

6/7 8 °
[ Y [ ]

a Begrinden Sie, dass der Graph von g auRerhalb des abgebildeten Bereichs keine | 3

Extrempunkte besitzt.

Abb. 2

b Betrachtet wird die Gleichung g(x) =a mit aclR. Geben Sie alle Werte von a an,| 2
fur die die Gleichung genau drei Lésungen hat.

¢ Untersuchen Sie, ob der Wert des Terms g'(3)-g"(3) positiv ist. 4
40
Erwartungshorizont
BE
1|a| f(0)—f(—6)~0,45, d. h. der Hohenunterschied betragt etwa 45 cm. 2
b Y Therior Einen Meter unterhalb der Was- 2
like Uferzong o / seroberflache ist die Senke etwa
s | 7| 6| s N4 ls | 2| N : o 1 2 3X' 2,2m breit.
NG ;
Senke N,
¢ |Die Lésung der Gleichung liefert den Punkt der Profillinie der Senke, fur den der 3
auf gleicher Hohe gegeniberliegende Punkt der Profillinie 3 m entfernt ist.
Y rechte Uferzor Xz_319
libke Uferzone /
™ 0 X
8 7] -6 5 NGt |13 2 [ Mf] o[ 1 2 3
N i
Sanke‘\




Poolaufgaben Mathematik grundlegendes Niveau Teil B; Analysis

d| f'(x) =-10xe* - 5x%e* = -5x-(2+x)-e* 3
e |Abbildung 1 ist zu entnehmen, dass die x-Koordinate des Tiefpunkts des Graphen | 4
von f zwischen x =—-2,5 und x=-15 liegt.
Fir xe[-2,5;-15] gilt: f'(x)=0< x=-2
f(-2)~-17
Die Tiefe des Wassers betragt an der tiefsten Stelle etwa 1,7 m.
f 2 4
\/62 +(11-f(-6))" ~6,0, d. h. die Briicke ist etwa 6,0 m lang
11-1(-6) _ 9%
6
9| 28 _ 0,06 liefert Ax~9,1. 3
Das Ende der Bricke lage 3,1 m vom Rand der Senke entfernt.
h|Fur x e ]-2,0[ gilt: f"(x)=0 e x* +4x+2=0 & x=-2++2 5
tana=f'(-2++2),d. h. a~67°
i -06 06 5
0,5 I f(x)dx=0,5-[x—5~(x2—2x+2)'ex} ~21
- 47
- 47
Die Durchflussrate betragt 2,1%3.
2|a|Als Graph einer ganzrationalen Funktion vierten Grades hat der Graph von g 3
hochstens drei Extrempunkte. Diese liegen im dargestellten Bereich.
bla=4und a=5 2
c |Der Graph von g ist im Punkt (3 | g(3)) streng monoton fallend und rechtsge- 4
krimmt. Damitist g'(3) <0 und g"(3) <0, der Wert des Terms also positiv.
40
Bildungsplan BW— & KMK-Standardbezug
Standardstufe 8: 1b) 3.2.4 (1), (3)
2b) 3.2.4 (1)
Standardstufe 10: 2a) 3.3.4 (7), (24)
c) 3.3.4(24), (25)
Nicht Standardstufe 10: la), ¢), d), e), ), g) h), i)
Teil- BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungsbe-
aufg. Kompetenzen reich
L1 | L2 | L3 | L4 | L5 K1 | K2 | K3 | K4 | K5 | K6 | I I
la 2 X | X | X | | [ X
2 X | X | | [
c 3 X X I I I X
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d 3 Il X
e 4 X X X I I X
f 4 X X I I X
g 3 X X X X I I X
h 5 X X X X I Il I X
i 5 X X X Il I Il X
2a 3 X Il I I X
2 X X Il Il I X
c 4 X I I Il X
Anteil der Bewertungseinheiten in Prozent* im
Anforderungsbereich | Anforderungsbereich II Anforderungsbereich IlI
30% 45% 25%

4 Die Ermittlung der Anteile erfolgt ausschlieRlich auf der Grundlage der Spalten ,BE* und ,Anforderungsbereich®
in der vorhergehenden Tabelle.

Bei jeder Aufgabe zum Prifungsteil B liegen die Anteile der Bewertungseinheiten — abhéngig vom Anforderungs-
niveau — in den Bereichen, die der folgenden Tabelle zu entnehmen sind:

Anforderungsniveau

erhoht

grundlegend

Anforderungsbereich

Anteil der BE

20% - 24%

44% - 52%

28% - 32%

30% - 35%

40% - 50%

20% - 25%
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2017 -CAS 2

BE

In einem Produktionsprozess werden FlUssigkeiten erhitzt, eine Zeit lang bei konstanter
Temperatur gehalten und anschlie3end wieder abgekiihlt.

1 Betrachtet wird zunachst ein Vorgang, bei dem der Temperaturverlauf durchgehend
gesteuert wird. In der Tabelle sind Ergebnisse einer Temperaturmessung angegeben.

Zeit in Minuten | 0 | 2 ‘ 4 ‘ 10 | 15 ‘ 20 ‘ 40 ‘ 60 | 80

Temperatur in °C | 23,0 | 54,0 ‘ 76,9 ‘ 76,8 ‘ 77,3 ‘ 76,8 ‘ 37,9 ‘ 26,0 | 23,2

Der Temperaturverlauf kann wéhrend des Erhitzens und wéhrend des Abkuhlens
1

-t
mithilfe der in IR definierten Funktion f mit f(t)=23+20-t-e 10 modellhaft be-

schrieben werden. Dabei ist t die seit Beginn des Vorgangs vergangene Zeit in Mi-
nuten und f(t) die Temperatur in °C.

a Geben Sie an, welche Temperaturen die Funktion f fir den Beginn des Vorgangs | 3
und fur den Zeitpunkt zwei Minuten nach diesem Beginn liefert. Bestimmen Sie je-
weils die prozentuale Abweichung von den angegebenen Messwerten.

b Zeigen Sie, dass der Graph von f genau einen Extrempunkt hat, und vergleichen 4
Sie die zu diesem Punkt gehérende Temperatur mit den angegebenen Messwer-
ten.

c Skizzieren Sie den Graphen von f fir 0 <t <80 in einem Koordinatensystem. Be- | 4
schreiben Sie den Verlauf des Graphen fir groRe Werte von t und deuten Sie die-
sen Verlauf im Sachzusammenhang.

d Der Zeitabschnitt, in dem die Fliissigkeit konstant bei 77°C gehalten wird, ent- 3
spricht im Modell dem Intervall, in dem die Funktion f mindestens diese Tempera-
tur liefert. Bestimmen Sie den Zeitabschnitt und stellen Sie den zugehdrigen Tem-
peraturverlauf im Koordinatensystem aus Teilaufgabe c dar.

Betrachtet wird nun ein Vorgang, bei dem die Steuerung des Temperaturverlaufs
zwanzig Minuten nach Beginn des Vorgangs abgeschaltet wird. Das anschlie3ende
Abkuhlen der Flussigkeit lasst sich fir t>20 durch die in IR definierte Funktion h mit

h(t):23+b-ec't und b, ¢ €IR beschreiben.

e Zu Beginn des Abkuhlens soll die Temperatur 77°C und die momentane Ande-| 4
rungsrate der Temperatur —3,5°C pro Minute betragen. Bestimmen Sie die pas-
senden Werte von b und c.

f Ermitteln Sie fur die Phase des Abkulhlens denjenigen Zeitpunkt, fir den die Werte | 5
der Funktion f und der Funktion h mit b=197,4 und ¢ =—-0,065 am starksten
voneinander abweichen. Geben Sie die zugehdrige Abweichung an.

2 Die Steuerung kann so variiert werden, dass sich der Temperaturverlauf wahrend
des gesamten Vorgangs fiir t >0 durch eine der in IR definierten Funktionen f, mit
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Lt

f()=23+20-t-e 10  und k eIR" beschreiben lasst. Dabei ist t die seit Beginn
des Vorgangs vergangene Zeit in Minuten und f, (t) die Temperatur in °C .

a Die in Abbildung 1 dargestellten Graphen A, B und C gehéren jeweils zu einem 2
der Werte k =0,5, k=2 und k =5. Ordnen Sie jedem dieser Werte den zuge-
horigen Graphen zu.

V C,/—_""'-\
160 <
140 ‘/ —
NN
ol L/1 Y|P NN
AN
100 A BN
\‘
60 1+
40 { \B
\"'--.
20 Y
ol \ Lt
0 10 20 30 40 50 \ 60 )I Abb. 1

b Begrinden Sie, dass der in Abbildung 1 dargestellte Graph D nicht zu einer der| 2
Funktionen f, gehoren kann.

¢ Berechnen Sie denjenigen Wert von k, fir den die Flussigkeit im Modell eine| 4
Hochsttemperatur von 98°C erreicht.

d Berechnen Sie die Koordinaten des Wendepunkts des Graphen von f, in Abhéan- | 4
gigkeit von k. Beschreiben Sie die Bedeutung der x-Koordinate des Wendepunkts
im Sachzusammenhang.

e Der in Abbildung 2 dargestellte Graph gibt fiir einen gesteuerten Temperaturver- 5
lauf die Anderungsrate der Temperatur in Abhangigkeit von der Zeit an, die seit
Beginn des Vorgangs vergangen ist.

T Andefunpsrhte|in Grafl pfo Mindte

A
AN
\
[T 1\

N W b~ 01O

[ —
L1

ZeFit in Minuten
01 2 3 5 6 7 8 9 -

-1
N
s N

Abb. 2

Bestimmen Sie einen Naherungswert fiir die Anderung der Temperatur in den ers-
ten vier Minuten nach Beginn des Vorgangs und geben Sie an, ob die Temperatur
zu- oder abnimmt.

Skizzieren Sie fur die ersten zw6lf Minuten des Vorgangs den Graphen eines
maglichen Temperaturverlaufs.

40
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Erwartungshorizont
BE
1|a| f(0) = 23; Abweichung: 0 % 3
f(2)~55,7; M ~3.2%
54,0
b| f'(t)=0<t=10, f(10)£0 4
f(10)~ 96,6
Die Temperatur von etwa 96,6°C ist deutlich groRer als die Messwerte.
C | |10 Y T~ 4
NV/EERN
40 / ™~
Fir grol3e Werte von t ndhert sich der Graph von f der Geraden mit der Gleichung
y =23 an, die Temperatur der Fliissigkeit also mit der Zeit 23°C.
d| f(t)>77 liefert den Zeitabschnitt [t;t,] mit t; 4,0 und t, ~20,0. 3
100 Y /__._\
ol
40 / ™
e|Aus h(20)=77 und h'(20)=-3,5 ergibt sich: b~197,4, c ~ 0,065 4
f | Betrachtet wird die Funktion d mit d(t) =f(t)—h(t) . Der Betrag der Funktions- 5
werte von d nimmt flr t>20 bei t ~ 25,9 seinen gro3ten Wert an. Der grofite
Wert ist etwa 2,2.
2lalk=0,5:C, k=2:B, k=5:A 2
b|Es gilt f (t)>23 fiir alle t>0. Der Graph D liegt fur groRe Werte von t unterhalb| 2
der Geraden mit der Gleichung y=23.
| fi(t)=0et=1 4
10) _ _38
i (2)=98 k==L
(1) = _20
dR(1)=0e1=2, f(2)=23+22 4
Die x-Koordinate des Wendepunkts gibt den Zeitpunkt an, zu dem Anderung der
Temperatur der Flussigkeit am grof3ten ist.
e|Durch Abschatzen des Inhalts der Flache, die der abgebildete Graph fir den be-| 5
trachteten Zeitraum mit der Zeitachse einschliel3t, ergibt sich, dass die Temperatur
in den ersten vier Minuten um etwa 12° steigt.
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o Zgit ih Minufen
01 4 5 6 7 10 11

40
Bildungsplan BW— & KMK—Standardbezug
Standardstufe 10:
Nicht Standardstufe 10: ganze Aufgabe
Teil- BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
aufg. Kompetenzen bereich
L1 | L2 | L3 | L4 | L5 K1 | K2 | K3 | K4 | K5 | K6 I I I
la 3 X I X
b 4 X X I I X
c 4 X I I I X
d 3 X X I I I X
e 4 X X I I Il
f 5 X X I Il X
2a 2 X | I X
b 2 X I I I X
c 4 X X I I Il X
d 4 X X I I I X
e 5 X X X I I I X
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2018 -WTR 1

BE
1 Abbildung 1 zeigt den Graphen G; der in IR definierten Funktion f

mit f(x) :%-(x3 —15x%? +50x).

y

|

|

|

/ Gy |
/
/

o= N W ~» 00 O
—

-1 101 2 3 4 6 7 8 9 10 1

N

Abb. 1

a Zeigen Sie, dass G; im Punkt W(5 | O) einen Wendepunkt besitzt, und ermitteln | 6
Sie eine Gleichung der Tangente an G; im Punkt W.

b G, geht aus dem Graphen der in IR definierten Funktion g: x > %-(xe’ - 25x) 4

durch eine Verschiebung in positive x-Richtung hervor. Geben Sie an, um wie viel
der Graph von g dazu verschoben werden muss. Begriinden Sie mithilfe der Funk-
tion g, dass der Graph von f symmetrisch beziglich seines Wendepunkts ist.

C Betrachtet wird das Dreieck ABC mit A(0]0), B(4]0) und C(4]f(4)). Rotiert die- | 4

ses Dreieck um seine Seite AB, so entsteht ein Korper. Berechnen Sie den Inhalt
der Oberflache dieses Korpers.

5
d Berechnen Sie J‘f(x)dx. 3
0]
8 5
e Begrunden Sie ohne Rechnung, dass Jf(x)dx < If(x)dx gilt. 3
0] 0
f Betrachtet wird eine in IR definierte Funktion h. Abbildung 2 stellt h(x)—-f(x) in 4
Abhéangigkeit von x dar.
A I\V
g = -

S
NN

— w
— &
— o
h 4

l Abb. 2
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Beschreiben Sie fiir x €[0;5] die gegenseitige Lage der Graphen von fund h. Ge-
hen Sie dabei — fir den genannten Bereich — auf die Bedeutung der Schnittpunkte
des abgebildeten Graphen mit der x-Achse und auf die Bedeutung der x-Koordi-
nate des Tiefpunkts dieses Graphen ein.

2 Die Kosten, die einem Unternehmen bei der Herstellung einer Flussigkeit entstehen,
kénnen durch die Funktion K: X x* —12x* +50x + 20 mit x  [0;9] beschrieben wer-
den. Dabei gibt K(x) die Kosten in 1000 Euro an, die bei der Produktion von x Ku-

bikmetern der Flissigkeit insgesamt entstehen. Abbildung 3 zeigt den Graphen
von K.

A~

—fzo y /

— (40
0 Xy
1 fo1 2 3 456 7 8 9 App. 3

a Geben Sie mithilfe von Abbildung 3 die Produktionsmenge an, bei der die Kosten | 1
125000 Euro betragen.

b Geben Sie das Monotonieverhalten von K an und deuten Sie lhre Angabe im 2
Sachzusammenhang.
¢ Beurteilen Sie die folgende Aussage: 2

Je gréRer die Produktionsmenge ist, desto hdher sind die Kosten, die die Pro-
duktion eines zuséatzlichen Kubikmeters der Flissigkeit verursacht.

Die Funktion E mit E(x)=23x gibt fir 0 < x <9 den Erlos (in 1000 Euro) an, den
das Unternehmen beim Verkauf von x Kubikmetern der Flussigkeit erzielt. Fur die
sogenannte Gewinnfunktion G gilt G(x) =E(x)—K(x). Positive Werte von G werden
als Gewinn bezeichnet, negative als Verlust.

d Zeigen Sie, dass das Unternehmen keinen Gewinn erzielt, wenn vier Kubikmeter 2
der Flussigkeit verkauft werden.

e Zeichnen Sie den Graphen von E in Abbildung 3 ein. Bestimmen Sie mithilfe der 4
so entstehenden Darstellung den Bereich, in dem die verkaufte Menge der Flis-
sigkeit liegen muss, damit das Unternehmen einen Gewinn erzielt.

f Berechnen Sie, welche Menge der Flussigkeit verkauft werden muss, damit das 5
Unternehmen den gréf3ten Gewinn erzielt.

40
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Erwartungshorizont
BE
1 ; _ 2 " _1 . _ .
3l f'(x)=4-(3x* -30x+50), f(x)=5-(6x-30), f"(x)=2 6
f(5) =0, f"(5)=0, f"(5)#0
f'(5)=-2,0=-2.5+tt=2 dh y=-2x+1&
b|Der Graph von g muss um 5 in positive x-Richtung verschoben werden. 4
Da der Term von g nur Potenzen von x mit ungeradem Exponenten enthalt, ist der
Graph von g symmetrisch bezuglich des Koordinatenursprungs, Gy also symmet-
risch beziiglich des Punkts W (5]0).
Clf(a)? mw+t(4) -1 \Jf(4)° +42 =24 4
d 2 5 3
jf(x)dx :[3—12x4 —%XS +22x ]0 =55
0
e 3

zf(x)dx = j;f(x)dx + :[f(x)dx

Da das Flachenstiick, das G; mit der x-Achse und den Geraden mit den Glei-
chungen x =5 und x =8 einschliel3t, unterhalb der x-Achse liegt, gilt

_Tf(x)dx<0-

f |Der abgebildete Graph schneidet die x-Achse bei x =0, Xg 2,2 und x=5.Fiur | 4
diese x-Werte haben die Graphen von f und h gemeinsame Punkte. Fir 0 <X <Xg
verlauft der Graph von f oberhalb des Graphen von h, fiir X <X <5 unterhalb.

Unter allen Paaren in der x-Koordinate Gibereinstimmender Punkte der Graphen
von fund g haben die beiden Punkte mit der x-Koordinate des Tiefpunkts den
grol3ten Abstand.

2|a|Die Produktionsmenge betragt etwa 7m?. 1

b| K ist streng monoton wachsend, d. h. mit zunehmender Produktionsmenge neh- 2
men die Kosten zu.

c | Die Aussage ist falsch. 2
Begriindung: K(3)-K(2)<K(2)-K(1)

d| E(4)-K(4)=92-92=0 2
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60
40
20

e|l—4ol¥ Das Unternehmen erzielt nur fiir 4 <x <x_ mit 4

e 7 X, ~8,6 einen Gewinn.
L 60 1
T /s
— 120 .
/] I
— 100 T
80 o i i
:
i

0 X
-1 ]01 2 3 4 5 6 7 8 9

f G(x):—x3+12x2—27x—20, G’(x)=—3x2+24x—27 5
Fir 4<x<x, mit x,~86 gilt: G'(x)=0< x=4+7~6,6

Es missen etwa 6,6 Kubikmeter verkauft werden.

40
Bildungsplan BW— & KMK-Standardbezug
Standardstufe 8: la) 3.2.1 (7), 3.2.1 (20)
c)3.2.1(7)
f)3.2.4 (1)
2a) 3.2.4 (3)
b) 3.2.4 (3)
¢) 3.2.1 (5), 3.2.4 (1), 3.2.4 (3)
d) 3.2.1(7)
e) 3.2.4 (3), (6),
f) 3.2.1 (22)
Standardstufe 10: la) 3.3.1 (12), 3.3.4 (17), (18), (24),
b) 3.3.4 (12)
¢) 3.3.2(7),3.3.3(4)
2b) 3.3.4 (13),
f) 3.3.1 (12), 3.3.4 (7), 3.3.4 (24)
Nicht Standardstufe 10: 1d), e)
Teil- BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
aufg. Kompetenzen bereich
L1 L2 L3 L4 L5 K1 | K2 | K3 | K4 | K5 K6 | Il 1l
la 6 X X X X | I X
b 4 X X X Il Il 1l X
c 4 X X X 1 I 1 X
d 3 X I X
e 3 X X X 1 I X
f 4 X X Il " 1 X
2a 1 X X | | X
b 2 X | | |
c 2 X X 1 1l 1l X
d 2 X | X
e 4 X X X 1 1l 1 X
f 5 X X 1 1] X
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2018 -WTR 2
BE
1 Abbildung 1 zeigt den Kreis um y
den Koordinatenursprung mit dem 2
Radius 1 sowie den Graphen ei-
ner in IR definierten Funktion f. .
AN \
/ 0 ) X
= 0 / 2
N \\
, \\
Abb. 1

a Entnehmen Sie Abbildung 1 die folgenden Informationen und geben Sie diese an: | 4
die Nullstellen von f;
die x-Koordinate des Wendepunkts im ersten Quadranten;
das gro3tmagliche Intervall, in dem f monoton wachsend ist.
b Es gibt eine Tangente an den Graphen von f, die durch den Punkt (0 | 0,5) ver- 3

lauft. Zeichnen Sie diese Tangente in Abbildung 1 ein und geben Sie eine Glei-
chung der eingezeichneten Gerade an.

. . . . 2

C Begriinden Sie mithilfe von Abbildung 1, dass die Gleichung x* +(f(x))" =1ge- | 3
nau zwei Lésungen hat. Geben Sie fir eine dieser Losungen einen Naherungs-
wert an.

Zur Funktion f gehort der Funktionsterm f(X) = % X (3 - X) -e”_ Fur die erste Ablei-

tungsfunktion £’ von f gilt f'(x):f%-(x2 ffo)-eX.

d Geben Sie die Grenzwerte von f flir X = —0 und X —+0 an. 2

€ Berechnen Sie die Grol3e des Steigungswinkels des Graphen von f im Koordina- 2
tenursprung.

f Zeigen Sie, dass die in IR definierte Funktion F: X f% . (x2 —5x+ 5) -e* eine 4

Stammfunktion von f ist.

3
g Berechnen Sie den Wert des Integrals J'f (x)dx und deuten Sie dieses Integral 3
0
geometrisch.
h Begrunden Sie ohne zu rechnen, dass es eine positive Zahl b gibt, fir die 3

b
If(x)dx =0 gilt.
0
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i Begrinden Sie, dass der Graph jeder Stammfunktion von f bei x =0 einen Tief- 4
punkt hat. Bestimmen Sie diejenige Stammfunkton, fur die dieser Tiefpunkt im Ko-
ordinatenursprung liegt.

2 Fiir jeden Wert von a€lR{ ist eine in IR definierte Funktion f, : X %X-(a— X) e
gegeben. Fur die erste Ableitungsfunktion von f, gilt

fa(X)=—15- (x2 +(2-a)-x- a) -e*. Abbildung 2 zeigt fiir vier verschiedene Werte

von a jeweils den Graphen von f,.

3
Y
T N
— v X
= - 0 R\ Ml 3 x'
) AL
NA Y Abb. 2

a Geben Sie fur einen der in Abbildung 2 dargestellten Graphen den zugehdrigen 2
Wert von a an und begrtinden Sie lhre Angabe.

b Berechnen Sie denjenigen Wert von a, fiir den der Hochpunkt des Graphen von f, | 3
die x-Koordinate 2 hat.

C Betrachtet werden zwei Funktionen f, und f, mit & #3,. Zeigen Sie, dass die 3

zugehorigen Graphen nur den Koordinatenursprung als gemeinsamen Punkt ha-
ben.

d Fur jeden Wert von a haben die Graphen von f, und f, genau einen gemeinsa- 4
men Punkt. Berechnen Sie die x-Koordinate dieses Punkts in Abhangigkeit von a.

40
Erwartungshorizont
BE
1|a|Die Nullstellen von f sind 0 und 3. 4
Die x-Koordinate des Wendepunkts im ersten Quadranten ist etwa 1,6.
Das groRtmdgliche Intervall ist etwa [-1,3;2,3].
b Y Die Tangente wird ndherungsweise durch die Glei- | 3
) chung Y = %X + % beschrieben.
A \
ol x
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c | Die gegebene Gleichung ist fur die x-Koordinaten derjenigen Punkte (X | f (X)) 3
des Graphen von f erflillt, deren Abstand zum Koordinatenursprung 1 ist, die also
auf dem in Abbildung 1 dargestellten Kreis liegen. Abbildung 1 zeigt, dass es ge-
nau zwei solche Punkte gibt.

N&herungswert fir eine der Losungen ist 0,9.

d Iim f(x)=0, lim f(x)=- 2
X—>—©0 ( ) X—>+0 ( ) *

e|tana=f(0)=0,3,d. h. a~16,7° 2

fIF(x)=—%-(2x-5)-e 110-(x2—5x+5)-ex:—%-(xz—\?»x)-ex 4

= E x-(3-x)-e*

g j f(x)d = 3

x=F(3)-F(0)= (e +5)
Der Inhalt der Flache, die der Graph von f fir 0 < x <3 mit der x-Achse ein-
schliel3t, betragt etwa 2,5.
h|Fiir b > 3 sind die Funktionswerte von f negativ und es gilt lim f(x)=-cx. Be- 3
X—>+0
trachtet man die Flachenstlicke, die der Graph von f im Integrationsbereich mit der
x-Achse und der Gerade mit der Gleichung x =b einschlief3t, so gibt es folglich
einen Wert von b, fir den der Inhalt des oberhalb der x-Achse liegenden Flachen-
stlicks ebenso grol3 ist wie der Inhalt des unterhalb liegenden Flachenstlcks.

i | G(x)=F(x)+c 4
Mit G'(x)=f(x) ergibt sich: G'(0)=0 und G"(0)=f'(0)>0
G(0)=0<=F(0)+c=0<-05+c=0<c=05

2lallll: a=2 2
Begriindung: f,(2)=0

b1 (2)=0-2(4+(2-a)-2-a) e’ =0ca=8 3

ClFir & #ay gilt: f, (x)=f, (x)=5-(a-8,)-x-e"=0=x=0 3

dif, (x)=fy(x) & x* —ax=x"+2x-ax-ac x=2 4
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Bildungsplan BW—- & KMK—-Standardbezug

Standardstufe 8: la) 3.2.4 (1),
b) 3.2.4 (6)
c) 3.2.4 (1)

Standardstufe 10: 1b) 3.3.4 (18),
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Nicht Standardstufe 10: 1d), e), 1), g), h), )

Aufgabe 2
Teil- BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
aufg. Kompetenzen bereich
L1 L2 L3 L4 L5 K1 | K2 | K38 | K4 | K5 | K6 | Il ]
la 4 X X |
b 3 X X | |
c 3 X X X 1 1 Il X
d 2 X 1 X
e 2 X X | X
f 4 X 1l X
g 3 X X | I X
h 3 X X Il 1 I X
i 4 X X X Il 1 1l X
2a 2 X X | | X
3 X Il 1l X
c 3 X X Il " I X
d 4 X | 1 X
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2018 -CAS1

BE

Papierflieger verlassen die Hand eines Werfers in einer bestimmten Abwurfhéhe, unter
einem bestimmten Abwurfwinkel und mit einer bestimmten Anfangsgeschwindigkeit.
Die Flugkurven kdnnen abhangig von diesen drei Bedingungen sowie von der jeweili-
gen Bauweise des Papierfliegers unterschiedlich verlaufen. Im Folgenden sollen drei
Typen von Flugkurven unterschieden werden, die in der Abbildung schematisch darge-
stellt sind.

Sturzflug (S)

Gleitflug (G)

Parabelflug (P)

Wird die GroRRe der betrachteten Papierflieger vernachlassigt, kdnnen die Flugkurven
bei Verwendung eines Koordinatensystems, dessen x-Achse entlang des horizontalen
Bodens und dessen y-Achse durch den Abwurfpunkt verlauft, modellhaft mithilfe von
Funktionen beschrieben werden. Im Folgenden soll der x-Wert der horizontalen Entfer-
nung des Papierfliegers vom Abwurfpunkt entsprechen, der zugehoérige Funktionswert
der Flughdhe (jeweils in Metern).

1 Ein Papierflieger bewegt sich entlang einer Flugkurve vom Typ S. Diese kann mit-
hilfe der in IR definierten Funktion s mit s(x) =-x* + 2x® + 2x + 2 beschrieben wer-

den.

a Geben Sie die Abwurfhéhe an und zeigen Sie, dass die Flugweite etwa 2,27 m be- | 3
tragt.

b Zeigen Sie, dass der Papierflieger seine maximale Flughdhe besitzt, wenn seine 3
horizontale Entfernung vom Abwurfpunkt etwa 1,55 m betragt. Geben Sie diese
Flughdhe an.

¢ Berechnen Sie die Koordinaten der beiden Wendepunkte des Graphenvonsund | 4
geben Sie die jeweilige Steigung des Graphen von s in den Wendepunkten an.

d Beschreiben Sie die Bedeutung des Wendepunkts mit der groR3eren x-Koordinate | 2
im Hinblick auf die Steigung der Flugkurve des Papierfliegers.

2 Im Folgenden wird ein Papierflieger betrachtet, der sich bei jedem Flug entlang einer
Flugkurve vom Typ P bewegt. Er wird in 2 m Hohe abgeworfen und erreicht seine
groflite Hohe in einer horizontalen Entfernung von 2 m vom Abwurfpunkt. Seine mog-
lichen Flugkurven lassen sich naherungsweise mithilfe ganzrationaler Funktionen
zweiten Grades beschreiben.

a Begrinden Sie, dass die méglichen Flugkurven dieses Papierfliegers im Modell 2
durch den Punkt (4]2) verlaufen.
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b Zeigen Sie, dass sich alle moglichen Flugkurven dieses Papierfliegers im Modell 5
mithilfe der in IR definierten Funktionen pj mit Py (X)=-0,25k - x? +k-x+2 und

k €IR" beschreiben lassen.

¢ Ermitteln Sie denjenigen Wert von k, fur den der Papierflieger eine Flugweite von 4
6 m hat. Skizzieren Sie die Graphen der Funktionen p% und p%.

d Ist ein Kurvenstick Graph einer in [a;b] mit a,belR definierten Funktion h mit ers- 4

ter Ableitungsfunktion h', so gilt fir die Lange L dieses Kurvenstlcks:
b
L= J-,ll+(h’(x))2dx
a

Untersuchen Sie rechnerisch, ob p% oder p§ die langere Flugkurve beschreibt.

e Bestimmen Sie den Wert von k so, dass der Abwurfwinkel der mithilfe von Py be- 3
schriebenen Flugkurve ebenso grol3 ist wie der Abwurfwinkel der mithilfe der
Funktion s beschriebenen Flugkurve.

3 Die groRRten Flugweiten erzielen Papierflieger mit Flugkurven des Typs G. Eine sol-

2
che Flugkurve soll mithilfe der in IR definierten Funktion g mit g(x) = 2 002XH0AX

beschrieben werden.

a Beurteilen Sie die Eignung von g zur modellhaften Beschreibung der Flugkurve 3
bezogen auf den Verlauf des Graphen von g fir X — 0.

b Die Flugweite betragt 15,3 m. Der erste Teil der Flugkurve lasst sich mithilfe vong | 7
beschreiben. Ab einem bestimmten Punkt kann der weitere Verlauf der Flugkurve
bis zum Boden durch eine Gerade dargestellt werden. Dieser zweite Teil der Flug-
kurve hat eine Lange von 10,6 m. Bestimmen Sie die horizontale Entfernung des
Ubergangs vom ersten zum zweiten Teil der Flugkurve vom Abwurfpunkt und pri-
fen Sie, ob dieser Ubergang ohne Knick erfolgt.

40
Erwartungshorizont

BE
1la|s(0)=2, d. h. die Abwurfhohe betragt 2 m. 3

Fir x >0 liefert s(x)=0: x~2,27
Die Flugweite betragt etwa 2,27 m.

b| s'(x) =0 liefert X=C mit ¢ ~155. Es gilt s(c)~4,45, d. h. die maximale Flug- | 3
hohe betragt etwa 4,45 m.

c|s"(x)=0<x=0vx=1 4

Wendepunkt 1: x =0, Y =2
Wendepunkt 2: x=1, Y=3,5

Steigungen: s'(0)=0,5 und s'(1)=2,5
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Der Wendepunkt mit der groReren x-Koordinate stellt den Punkt dar, in dem die 2
Steigung der Flugkurve gegentiber dem Boden am grof3ten ist.
Die Graphen, die die Flugkurven beschreiben, sind Parabeln, die durch den Punkt | 2
(O| 2) verlaufen und symmetrisch beziglich der Gerade mit der Gleichung x =2
sind. Damit enthalten sie auch den Punkt (4]2).
P (X) =i X2 +K X+ ] 5
p(0)=2<j=2, pl'((2)=0<:>i=—0,25k
pk(6):0©k=% Ry IENNE 4
—PTIT AN
! KF2/3[
0 s N '(\
ol 1l 2la3lalslelz]lgl”
8 > 4
j' 1+ (p; (x)) dx ~ 8,5
0 4
6 2
L /1+ (p'; (x)) dx~7,1
0
Damit beschreibt p% die langere Flugkurve.
pi(0)=5'(0) = k=3 3
Der Graph von g nahert sich fur X — oo der x-Achse an, beruhrt diese jedoch 3
nicht. Da der Papierflieger irgendwann auf den Boden trifft, ist das Modell zur Be-
schreibung der Flugkurve nur eingeschréankt geeignet.
2 2
Fur x <15,3 liefert (15,3-x)" +g(x)" = 10,62: x ~ 4,89 !
Die Entfernung des Ubergangs vom ersten zum zweiten Teil der Flugkurve von
der Abwurfstelle betragt etwa 4,89 m.
9'(4,89) ~-0,19
9(4.89)
153-4,89 019
Der Ubergang erfolgt naherungsweise ohne Knick.
40

Bildungsplan BW—- & KMK-Standardbezug

Standardstufe 8 : la) erster Teil 3.2.1 (7),

b) zweiter Teil 3.2.1 (1)

c) 3.2.1 (7), (22)

2a) 3.2.4 (11), (16)

b) 3.2.1 (7), (20)

c) 3.2.1 (7), (9), (20), 3.2.4 (12)
e) 3.2.1 (7),

Standardstufe 10: 1c) 3.3.1 (12), 3.3.4 (7), (17), (24)
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d)3.2.4 (1)
2b) 3.3.1 (12), 3.3.4 (24)
c) 3.3.4 (7)
e) 3.3.1(12), 3.3.4 (17)
Nicht Standardstufe 10: la) zweiter Teil (CAS), 1b) erster Teil (CAS),
2d),
Aufgabe 3
Teil- BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
aufg. Kompetenzen bereich
L1 L2 L3 L4 L5 K1 | K2 | K3 | K4 | K5 | K6 | 1 1l
la 3 X X | | X
3 X | | X
c 4 X X X | X
d 2 X X Il I X
2a 2 X X Il | 1] X
5 X X Il Il 1 X
c 4 X X | | | X
d 4 X X 1 1 I
e 3 X X X 1 | | X
3a 3 X X X Il 1 1] X
7 X X X X 1 1 1l X
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2018 - CAS 2

BE

Gegeben ist die Funktion f: X %Xg — 4x? +%X mit Definitionsmenge IR.

1 Ein Ballon schwebt zu Beobachtungsbeginn in einer Hohe von 50 m. In den folgen-
den funf Minuten lasst sich seine Geschwindigkeit in vertikaler Richtung modellhaft
mithilfe der Funktion f beschreiben. Dabei ist x die seit Beobachtungsbeginn vergan-
gene Zeit in Minuten und f(x) die Geschwindigkeit in vertikaler Richtung in 10 Meter
pro Minute.

a Skizzieren Sie die Geschwindigkeit des Ballons in vertikaler Richtung in Abhangig- | 3
keit von der Zeit. Markieren Sie den Zeitraum, in dem diese Geschwindigkeit gro-
Ber als 30 Meter pro Minute ist.

b Zeigen Sie rechnerisch, dass der Ballon ungeféahr zum Zeitpunkt 1,2 Minuten nach | 4
Beobachtungsbeginn am schnellsten steigt und bestimmen Sie den Zeitpunkt, zu
dem er am schnellsten sinkt. Geben Sie fir jeden der beiden Zeitpunkte die zuge-
horige Geschwindigkeit in vertikaler Richtung an.

c Fur eine der Nullstellen von f gilt 0 < x < 5. Beschreiben Sie deren Bedeutung 2
hinsichtlich der Hohe des Ballons.

d Entscheiden Sie, ob die Hohe des Ballons fiinf Minuten nach Beobachtungsbeginn| 3
groRer ist als die Hohe zu Beobachtungsbeginn, und begriinden Sie lhre Entschei-
dung mithilfe der Skizze zu Teilaufgabe 1 a.

X
e Begrunden Sie, dass der Term 10.jf(z)dz +50 fir 0 <x <5 die HOhe des Bal- | 4
0

lons in Metern in Abhangigkeit von der Zeit angibt. Gehen Sie dabei auch auf die
Bedeutung der Zahlen 10 und 50 ein.

f Ermitteln Sie den Zeitpunkt, zu dem der Ballon erstmalig seit Beobachtungsbeginn | 3
eine Hohe von 120 m erreicht.

2 Fir jede reelle Zahl u mit 0 <U <3 wird das rechtwinklige Dreieck OPQ betrachtet.
Fur dessen Eckpunkte gilt:
O ist der Koordinatenursprung.
P hat die x-Koordinate u und liegt auf der x-Achse.
Q hat die x-Koordinate u und liegt auf dem Graphen der gegebenen Funktion f.

a Bestimmen Sie fur u=2 die Langen der Seiten des zugehorigen Dreiecks OPQ. | 3

Rotiert eines der Dreiecke OPQ um seine Seite aD so entsteht ein Korper.

, , . 2
b Begrinden Sie, dass sich das Volumen des Kérpers mit dem Term %Tr-(f(u)) -u 3

berechnen lasst.

¢ Bestimmen Sie denjenigen Wert von u, fur den das Volumen des Kérpers maximal | 4
ist.
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3 Firr jede reelle Zahl a wird die in IR definierte Funktion f; : X — %Xa ~a-x? +%X be-

trachtet.

a Die abgebildeten Graphen A, B und C gehdren jeweils 1 v / I ' 2
zu einem der Werte a=3, a=3,5 und a=4. Ord- —10 A [
nen Sie jedem dieser Werte den zugehdrigen Graphen |
zu.

b Untersuchen Sie fir a >0 in Abhangigkeit von a den
Graphen von fa auf die Anzahl der Punkte, in denen L |4
die jeweilige Tangente an den Graphen parallel zur 7
x-Achse verlauft. BRI EENEE

Der Graph von f, fur 32%\/5 zeichnet sich gegen- 1J01 2345867

Uber den Graphen fur alle anderen Werte von a durch
einen besonderen Verlauf aus. Beschreiben Sie die
Besonderheit dieses Verlaufs.

c Beschreiben Sie, wie der Graph von f_, aus dem Graphen von f, hervorgeht. 2

40

Erwartungshorizont

BE

I
w
!

o 1 2 4

. /

b f’(x):0<:>x:%-(S—\/l_Q)vx:%-(8+\/l_9) 4

In Verbindung mit dem Graphen von f ergibt sich, dass der Ballon nach etwa

m

1,2 Minuten mit etwa 41 am schnellsten steigt und nach etwa 4,1 Minuten mit

m

etwa 20— am schnellsten sinkt.

c|Zum entsprechenden Zeitpunkt erreicht der Ballon seine grol3te Hohe. 2

d|Fir 0 < x <5 schlieRen der Graph von f und die x-Achse oberhalb der x-Achse 3
eine Flache gréReren Inhalts ein als unterhalb. Damit ist die Hohe des Ballons funf
Minuten nach Beobachtungsbeginn groRer ist als die Hohe zu Beobachtungsbe-
ginn.
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X
© Da f die Geschwindigkeit in vertikaler Richtung beschreibt, gibt J‘f(z)dz in Abhan- 4
0
gigkeit von der Zeit die Anderung der Hohe des Ballons in 10 m an. Damit ist
X
10.J'f(z)dz die Anderung der Hohe in m. Der Summand 50 beriicksichtigt die
0
Hohe des Ballons zu Beobachtungsbeginn.
X
f Fir o <x <5 liefert 1o.J'f(z)dz+5o=120: X1*2,2 und X, 3,8 3
0
Der Ballon erreicht die angegebene Hohe erstmalig nach etwa 2,2 Minuten.
2lal == — —  [==2 =2 3
OP=2, PQ=f(2)=3, 0Q=yOP" +PQ" =13
b| Der Kérper ist ein Kegel mit der Hohe u, dessen Grundflache den Radius f(u) 3
hat.
©|Betrachtet man die Funktion V mit V(u) = 11r- (f(u))? -u, so zeigt der Graph von 4
Vfir 0<U<3 bei u~15 einen Punkt mit maximaler y-Koordinate.
3lala=3:A; a=35:B;a=4:C 2
b 2 (X) —0e x= 2a—\/Aéa2—45 VX = 2a+\/43a2—45 ’ 432 _45-0a= %\/g 7
Fur 0<ac< %\/g gibt es keine, fir a> %\/g zwei Punkte, in denen die jeweilige
Tangente an den Graphen von f, parallel zur x-Achse verlauft. Fir a = %\/g gibt
es nur einen solchen Punkt.
Far a= %\/g verlauft die Tangente an den Graphen von f, in dessen Wendepunkt
parallel zur x-Achse.
Der Graph von f_, geht aus dem Graphen von f, durch eine Spiegelung am Ko- | 2
ordinatenursprung hervor.
40

Bildungsplan BW— & KMK—-Standardbezug

Standardstufe 8:

Standardstufe 10:

Nicht Standardstufe 10:

1b) 3.2.1 (7),
2a) 3.2.1 (7),

b) 3.2.1 (5)

3a) 3.2.1 (7), 3.2.4 (1),
b) 3.2.1 (22), 3.2.1 (26)

1b) 3.3.1 (12), 3.3.4 (7), 3.3.4 (24)

2a) 3.3.2 (9),

b) 3.3.2(7)

3b) 3.3.1 (12), 3.3.4 (7), 3.3.4 (17), 3.3.4 (24)
c) 3.3.4 (6),

1la) (CAS), c¢), d) (Bezug zur Skizze),e),f),



Poolaufgaben Mathematik grundlegendes Niveau Teil B; Analysis

2c) (CAS)
Teil- BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
aufg. Kompetenzen bereich
L1 L2 L3 L4 L5 K1 | K2 | K3 | K4 | K5 K6 | 1 1l
la 3 X | | X
b 4 X X | X
c 2 X 1 1 X
d 3 X X X Il 1 1 X
e 4 X X Il 1 1] X
f 3 X X X 1 I X
2a 3 X X I X
3 X X X Il 1
c 4 X X X | | I
3a 2 X X | | X
7 X X X X Il 1 1] X
c 2 X X 1 1 I X
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2019 -WTR 1

BE

Die Abbildung 1 zeigt den Graphen der Funktion k mit
k(x) =7 -(x® ~30x° +288x ~815) und xeIR.
N
40 .\,I //

Q.
O

D
s

N\
\

/

[

\

0 2 4 3 8 10 12 14 16
[ [ ] I Abb. 1

1 Im Rahmen eines Tests lauft ein Sportler auf einem Laufband. Dabei wird bei anstei-
gender Geschwindigkeit jeweils die Konzentration sogenannter Laktate im Blut ge-
messen. Die Abhangigkeit der Laktatkonzentration von der Geschwindigkeit kann fuir
8,5 < x <17,5 modellhaft durch die Funktion k beschrieben werden. Dabei ist x die
Geschwindigkeit des Sportlers in Kilometer pro Stunde und k(x) die Laktatkonzent-
ration in Millimol pro Liter (@).

a Der Tabelle kdnnen einzelne Werte entnommen werden, die wahrend des Tests 2
gemessen wurden.

Geschwindigkeit in X1 | 9 ‘ 13 ‘ 17

Laktatkonzentration in %Ol

1,92 ‘ 1,44 ‘ 8,09

Ermitteln Sie die prozentuale Abweichung der Laktatkonzentration, die das Modell
fur eine Geschwindigkeit von 13"Tm liefert, vom zugehdrigen Messwert.

b Bestimmen Sie im Modell mithilfe von Abbildung 1 die Geschwindigkeit, ab der die | 2
Laktatkonzentration ansteigt, sowie die Geschwindigkeit, bei der die Laktatkon-
zentration 3,25%0' Uberschreitet.

¢ Ermitteln Sie rechnerisch, bei welcher Geschwindigkeit die Laktatkonzentration im | 4
Modell am starksten abnimmt.

d Berechnen Sie im Modell fiir den Geschwindigkeitsbereich von 12,0%m bis 17’5kTm 3
die mittlere Anderungsrate der Laktatkonzentration.
2 Der Graph von k ist symmetrisch beziiglich seines Wendepunkts W(lOl%). Be-
trachtet werden die Geraden, die durch W verlaufen.

a Eine Gerade durch W mit negativer Steigung hat mit dem Graphen von k keinen 3
weiteren Punkt gemeinsam. Ermitteln Sie alle Steigungen, die diese Gerade ha-
ben kdnnte.
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b Die y-Koordinate des Schnittpunkts einer der durch W verlaufenden Geraden mit 2
der y-Achse wird mit n bezeichnet. Stellen Sie einen Term auf, der n in Abh&ngig-
keit von der Steigung m dieser Gerade angibt.

C Zeigen Sie rechnerisch, dass der Graph der in IR definierten Funktion g mit 3
g(x)=33-(x-5) durch W verlauft. Zeichnen Sie diese Gerade in die Abbildung 1
ein.

d Beschreiben Sie, wie man die Lésungen der Gleichung k(x)—g(x) =0 grafisch 3
ermitteln kann. Geben Sie die Lésungen der Gleichung an.

15

e Begrunden Sie ohne zu rechnen, dass J' k(x)dx=1-(15-5)-k(15) gilt. 4
5
f Begrunden Sie mithilfe der Abbildung 1, dass es eine reelle Zahl zmit 4 <z <5 3
z+1

gibt, fir die J' k(x)dx =0 gilt.

z

3 Neben der Funktion g aus Aufgabe 2 1T \
wird im Folgenden die Funktion h mit
h(x)=42. 1 und x IR\ {5} betrach-

AN B

~ 13 (x-5) N
tet. Die Abbildung 2 zeigt den Graphen X
von h. 12 3 4 56 7 89
) N,
Abb. 2

4 Beschreiben Sie, wie der Graph von h aus dem Graphen der Funktion i mit i(X) =% 2

und x IR\ {0} hervorgeht.
b Berechnen Sie die Koordinaten der beiden Punkte, die die Graphen von g und h 4

gemeinsam haben.
¢ Begrinden Sie, dass es keine Gerade gibt, die sowohl Tangente des Graphen 2

von g als auch Tangente des Graphen von h ist.

d Geben Sie eine Mdglichkeit fur Werte von a,b e |-o;5[ und c,d e |5;+ o[ an, fir 3

b d
die Jh(x)dx'fh(x)dx >0 gilt. Begriinden Sie lhre Angabe.
a C

40

Erwartungshorizont
| BE
la k(li’)% ~-0,028, d. h. die Abweichung betragt etwa 2,8 %. ‘ 2
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(o
-

Ab 12"Tm steigt die Laktatkonzentration an, bei 15kTm 2

. / iberschreitet die Laktatkonzentration 3,25%0'.

: ' EEEE F’x—
© K (x) =24 (3x* - 60x + 288), K'(x) =45+ (6x~60)=0 & x=10 4

Unter Berlcksichtigung des Graphen von k ergibt sich, dass die Laktatkonzentra-
tion bei 10%m am starksten abnimmt.

Km 3

d| k751 K(12) ~16, d. h. die mittlere Anderungsrate betragt etwa 16%0' pro =~ .

17,512

2|alk'(10)=-0,3 3
Unter Berticksichtigung des Graphen von k ergibt sich: ]-o0;—0,3]

b|Die Gleichung der Gerade hat die Form y =m-x+n. 2

Damit; %zm-10+nc>n=—10m+%

C | e 13.(10-5)=13 3
/ B.(10-5)=L
/
ad Y I _:_’La
T =] =
o] F w‘n |2 ls 115__'
d|Die Lésungen der Gleichung sind die x-Koordinaten der Schnittpunkte der Gra- 3

phen von k und g.

Losungen: x;=5, X, =10, x3 =15

e|Aufgrund der Symmetrie des Graphen von k beztglich des Punkts W haben die 4
beiden Flachenstiicke, die der Graph von k mit dem Graphen von g einschlieft,
den gleichen Inhalt. Folglich stimmt der Inhalt der Flache, die der Graph von k mit
der x-Achse und der Gerade mit der Gleichung x =15 einschlief3t, mit dem Inhalt
der Flache Uberein, die der Graph von g mit der x-Achse und der Gerade mit der
Gleichung x =15 einschlief3t. Diese Flache hat die Form eines rechtwinkligen
Dreiecks, dessen Katheten die Langen (15—5) und k(15) haben.

f | Die Funktionswerte von k sind fir x <5 negativ und fir x > 5 positiv. Damit ist 3
der Wert des Integrals fir z =4 negativ und fir z =5 positiv. Fir 4<z <5
nimmt der Wert des Integrals mit zunehmendem Wert von z kontinuierlich zu.

3|a|Der Graph von h geht aus dem Graphen von i hervor durch: 2
Verschiebung um 5 in positive x-Richtung
Streckung mit dem Faktor % in y-Richtung

2 2
blg(x)=h(x) & (x-5)" =(£)" & x=2vx=105 4

Damit: (% —1), (%H)
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c|Firalle xelIR\ {5} ist die Steigung des Graphen von h negativ, die des Graphen | 2

von g positiv.
dla=1,b=3,¢c=9,d=6 3
Fur die angegebenen Werte sind die Werte beider Integrale negativ.
40
Bildungsplan BW— & KMK-Standardbezug
Standardstufe 8: la) 3.2.1 (2), (7)
b) 3.2.4 (3)
2b) 3.2.1 (11), 3.2.4 (7)
c) 3.2.1 (7), 3.2.4 (6)
d) 3.2.1 (27)
3b) 3.2.1 (22), (25)
Standardstufe 10: 1c) 3.3.4 (24)
d) 3.3.4 (15)
2a) 3.3.4 (17)
d) 3.3.4 (7)
3a) 3.3.4 (6)
c) 3.3.4 (17)
Nicht Standardstufe 10: 2e), f), 3d)
Teil- BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
aufg. Kompetenzen bereich
L1 | L2 | L3 | L4 | L5 K1 | K2 | K3 | K4 | K5 | K6 [ I 11}
la 2 X X [ [ [ X
b 2 X X [ [ [
c 4 X [ I I X
d 3 X [ [ X
2a 3 X X X X m | n I X
b 2 X I [ X
c 3 X [ [ [ X
d 3 X X X [ [ [
e 4 X X m | n I X
f 3 X X I [ I X
3a 2 X X I I [ X
b 4 X X X I X
c 2 X X I I I X
d 3 X I I I X
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BE

1 Betrachtet werden die in IR definierten Funktionen f, : x > —kx - (x-8) mit kelR".

Der Graph von f, wird mit G, bezeichnet.
a Geben Sie die Nullstellen von f, an. 2
b Begriinden Sie, dass der Punkt (4|16k) der Hochpunkt von G ist. 3
¢ Bestimmen Sie den Abstand der Hochpunkte von Gy und G ;. 2
d Berechnen Sie denjenigen Wert von k, flir den der Inhalt der Flache, die Gk mit 4

der x-Achse einschliel3t, %4 betragt.

€ Geben Sie die Stelle an, an der jede Stammfunktion von f% ihr Maximum an-

nimmt. Begrinden Sie lhre Angabe ohne Verwendung eines Terms einer Stamm-
funktion.

Die Abbildung zeigt den Graphen von f%.

Betrachtet werden die Trapeze mit den Eck-
punkten A(0]0), B(8]0), C, (8 —ulf, (u))

= N GO N

iy
(]
(e5]
I
w
(62)
~J
(o]
((c]

und D, (u | 1 (u)) , wobei u alle Werte des -

.
|

Intervalls ]0;4[ annimmt.

f Zeichnen Sie das Trapez fir u=1 in die Abbildung ein. 2

g Geben Sie einen Term an, mit dem die Lange der beiden gleich langen Schenkel 2
des Trapezes ABC D, berechnet werden kann.

h Der Flacheninhalt des Trapezes ABC D, kann mit dem Term (8—U)-f% (U) be- 4
rechnet werden. Beschreiben Sie eine geometrische Uberlegung, mit der sich die-
ser Term herleiten lasst.

i Unter den betrachteten Trapezen hat eines den grofdten Flacheninhalt. Ermitteln S

Sie den zugehorigen Wert von u.

j Berechnen Sie die Koordinaten des Mittelpunkts des Kreises, auf dem die Punkte | 4
A, Bund E(4|8) liegen.

2 In einem Raum wurde die Wirksamkeit der Luftungsanlage untersucht. Dazu wurde
die Konzentration des Kohlendioxids (CO, ) in der Luft gemessen, wahrend sich eine
Personengruppe im Raum befand. Die Messwerte kdnnen mithilfe der in IR definier-
ten Funktion g: x — —600e %°* +1000 beschrieben werden. Dabei ist x die seit Be-
ginn der Untersuchung vergangene Zeit in Stunden und g(x) die CO, -Konzentration
in ,parts per million“ (kurz: ppm).

a Bestimmen Sie die CO,-Konzentration zu Beginn der Untersuchung. 1
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b Einer Studie zufolge fiihlen sich Personen in Raumen wohl, wenn die CO, -Kon- 2
zentration geringer als 1000 ppm ist. Untersuchen Sie, ob diese Bedingung wéah-
rend der Untersuchung erfullt war.

¢ Stellen Sie die zeitliche Entwicklung der CO, -Konzentration fir die ersten zehn 2
Stunden nach Beginn der Untersuchung grafisch dar.

d Zeigen Sie, dass die mittlere Anderungsrate der CO, -Konzentration fir jede Zeit- | 4

spanne mit einer Lange von einer Stunde mithilfe des Terms 600 - (1— \/15) . 0SX

bestimmt werden kann. Berechnen Sie denjenigen Zeitpunkt auf eine Minute ge-

nau, fir den die beschriebene mittlere Anderungsrate erstmals den Wert 100@

unterschreitet.

40
Erwartungshorizont

BE
1aX1:OUnd X2:8 2

b| Gy ist eine nach unten gedffnete Parabel. Aufgrund der Lage der Schnittpunkte 3
mit der x-Achse liegt der Hochpunkt bei x=4. Es gilt f (4) =16k .

c|16(k+1)-16k =16 2
dlé 4
Ifk(x)dx:—k-[%x3—4x2]§ —k-26-68 =1
0
€| Fiir jede Stammfunktion F von f% gilt F’(x):f%(x)_ Da f% (X)>0 firo<x <8 3

und fi (X) <0 fur x > 8, nimmt die Funktion F ihr Maximum bei x =8 an.
4

f Jy 2

a

2.

L3

\

9 Juz 4 (f% (u))2

h|Der Flacheninhalt des Trapezes ist das Produkt der Lange der Mittelparallele und | 4
der Lange der HOhe des Trapezes. Die Lange der Mittelparallele ist der Mittelwert
der Langen der beiden parallelen Seiten, d. h. der Mittelwert von 8 und 8 —2u,

also 8—u. Die Lange der Hohe des Trapezes ist f% (U)

i |Die Flacheninhalte der Trapeze kdnnen in Abhangigkeit von u mithilfe der Funk- S)
tion T mit
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T(u)=(8—u)-f%(u)=—(8—u)-%u-(u—8)=%u-(u—8)2 = Lu-(u” -16u-+64)
=1u® - 40 +16u
dargestellt werden.

T(u)=2u"-8u+16=0cu=80848 o y=8 u=8

2

Mit u e ]0;4[ ergibtsich u=2.

j | Der Mittelpunkt liegt auf der Mittelsenkrechte von A und B, hat also die x-Koordi- 4
nate 4. Da der Mittelpunkt den gleichen Abstand von A und E hat, gilt fir seine
y-Koordinate:

42 +y?-(8-y) <16=64-16y >y =3

2|a| g(0)=400, d. h. die CO, -Konzentration betragt zu Beginn 400 ppm. 1
b|Wegen e %% >0 gilt g(x) <1000, d. h. die Bedingung war erfilllt. 2
C y - 2

00- / —

[=]
=]

0 6
I

) ) _gooe 54 + 600 0% ~600- (-1 + e 0% ) ~600- (- | e 0 *
1 = i

600 - (1— ) 0% ~100 < e*5 — 6. (1— L) x=-2 In(6 (- %))

Damit: x ~1,72, d. h. die beschriebene mittlere Anderungsrate unterschreitet den
gegebenen Wert erstmals etwa 103 Minuten nach Beginn der Untersuchung.

40

Bildungsplan BW— & KMK-Standardbezug

Standardstufe 8: la) 3.2.1(23)
b) 3.2.1 (7), 3.2.4 (11)
c) 3.2.1 (5), (7)
f) 3.2.4(1)
h) 3.2.1 (5), 3.2.4(1)
i) 3.2.1 (9), (10)
j) 3.2.1 (10)

Standardstufe 10: la) 3.3.4 (7)
19) 3.3.2(9)
i) 3.3.4 (24)
j) 3.3.3(4)

Nicht Standardstufe 10: 1d), e), Aufgabe 2
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Teil- BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
aufg. Kompetenzen bereich
L1 L2 L3 L4 L5 K1 | K2 | K3 | K4 | K5 | K6 | 1 1l
la 2 X | | X
b 3 X | | | X
c 2 X X | | X
d 4 X X X | 1l X
e 3 X Il Il |
f 2 X | | X
g 2 X X [ [ [
h 4 X Il Il 1 X
i 5 X X | 1l |
j 4 X X X X Il 1 1l X
2a 1 X | | | X
2 X Il | 1l X
c 2 X | X
d 4 X X X Il 1 1l X
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BE

1 Ein Unternehmen verkauft Fitnessarmbander. Die momentane Anderungsrate des
Absatzes kann modellhaft mithilfe der in IR definierten Funktion f mit

f(x)=4000x - e %™ peschrieben werden. Dabei ist x die seit der Produkteinfiihrung
vergangene Zeit in Monaten und f(x) die momentane Anderungsrate des Absatzes
in Stlick pro Monat.

a Zeichnen Sie den Graphen von f fir 0 <x <18 und kennzeichnen Sie diejenigen 3

Punkte des Graphen, die zu einer momentanen Anderungsrate des Absatzes in
Hoéhe von 1000 Stuck pro Monat gehoren.

b Berechnen Sie den Zeitpunkt, zu dem die momentane Anderungsrate des Absat- 3
zes den grof3ten Wert erreicht, und geben Sie diesen Wert an.

¢ Es gibt einen Zeitpunkt, zu dem die momentane Anderungsrate des Absatzes am | 5
starksten zunimmt, und einen Zeitpunkt, zu dem diese Anderungsrate am starks-
ten abnimmt. Zur Bestimmung dieser beiden Zeitpunkte wurden folgende Berech-
nungen durchgefihrt:

f'(x)=0<x=5

f"(5)>0
Erlautern Sie diese Berechnungen. Geben Sie die beiden gesuchten Zeitpunkte
an und begriinden Sie Ihre Angabe ohne weitere Rechnung.

Gleichzeitig mit der Einfihrung des Armbands brachte das Unternehmen eine Puls-
uhr auf den Markt. Die momentane Anderungsrate des Absatzes der Pulsuhr |4sst
sich im Modell mithilfe einer in IR definierten Funktion g mit g(x) =a-x" e pe.
schreiben. Dabei gibt auch g(x) die momentane Anderungsrate des Absatzes in

Stick pro Monat an.

d Zweieinhalb Monate nach Produkteinfiihrung stimmen die momentanen Ande- 4
rungsraten des Absatzes fir das Armband und die Pulsuhr tGberein. Berechnen
Sie den Wert von a. Vergleichen Sie die beiden Anderungsraten fiinf Monate nach
Produkteinfiihrung.

(zur Kontrolle: a=1600)

e Berechnen Sie die Anzahl der im ersten Jahr nach Produkteinflihrung verkauften 3
Pulsuhren.

f Untersuchen Sie im Modell, ob es einen Zeitpunkt gibt, bis zu dem Armbénder und | 4
Pulsuhren seit Produkteinfihrung in gleicher Stickzahl verkauft wurden. Geben
Sie gegebenenfalls diesen Zeitpunkt an.

_1lp.
Im Folgenden werden die in IR definierten Funktionen hy, mit h, (x)=b-x-e 9% und

b eIR" betrachtet. Der Graph von h, wird mit G,, bezeichnet. Fiir jeden Wert von b

ist (%|hb(%)) der einzige Extrempunkt von G, und (2—t§3|hb(2—£)> der einzige Wen-

depunkt.
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a Entscheiden Sie fur jede der folgenden Aussagen, ob sie wahr oder falsch ist. Be-
grinden Sie jeweils Ihre Entscheidung.

| FuUr alle Werte von b liegt die x-Koordinate des Punkts, in dem sich der
Graph von h, und der Graph der zugehdrigen ersten Ableitungsfunk-

tion hy schneiden, im Intervall [0:1].
Il Es gibt zwei Punkte, durch die alle Graphen von h, verlaufen.

b Betrachtet werden die Gerade, die durch den Koordinatenursprung und den Ext-
rempunkt von Gy verlauft, sowie die Gerade, die durch den Koordinatenursprung
und den Wendepunkt von Gy verlauft. Bestimmen Sie einen Wert von b, fur den
die beiden Geraden einen Winkel der Grof3e 20° einschliel3en.

Betrachtet werden die beiden folgenden Flachenstiicke:
A : Flachenstiick, das Gy, die x-Achse und die Parallele zur y-Achse durch den
Wendepunkt von G, einschlieRen

A, : Flachenstiick, das die Tangente an den Graphen von h, in dessen Wende-
punkt, die x-Achse und die Parallele zur y-Achse durch den Wendepunkt von

Gy, einschlieRen
Die Abbildung zeigt beispielhaft G, und die Tangente durch den Wendepunkt die-
ses Graphen.

c Zeichnen Sie in die Abbildung die zugehdrigen Flachenstiicke A; und A, ein.

d Berechnen Sie das Verhaltnis der Inhalte der Flachenstiicke A; und A,.

Erwartungshorizont

40
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L3

4000
4000

ol 1IN
2000 <

ha
T~ X
0 } 8 [ 12] 16

7

b f'(x)=0<x=25, f(25)<0, f(2,5)~3700
Damit erreicht die momentane Anderungsrate des Absatzes zweieinhalb Monate
nach Produkteinfiihrung mit etwa 3700 Stiick pro Monat den gré3ten Wert.
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c|Die Zunahme bzw. Abnahme der momentanen Anderungsrate des Absatzes wer- | 5
den durch £’ beschrieben. Die méglichen Extremstellen von f’ sind die Nullstel-
lenvon f”. Da f"(x)=0< x=5 und f”(5) >0, hat f’ bei x=5 ein Minimum als
einziges Extremum. Der Graph von f zeigt, dass f'(0)>0 und '(18) <0 gilt. Fir
0<x <18 nimmt f’ damit sein Maximum bei x =0 an. Die momentane Ande-
rungsrate des Absatzes nimmt also zum Zeitpunkt der Produkteinfiihrung am
starksten zu und fiinf Monate danach am starksten ab.

d| f(25)=9(25) < a=1600 4

f(5) = % : 9(5) , d. h. finf Monate nach Produkteinfuihrung ist die momentane An-

derungsrate des Absatzes fir die Pulsuhr doppelt so gro3 wie die fiir das Arm-

band.
e| 12 3
J’ g(x)dx ~ 42900, d. h. im ersten Jahr nach Produkteinfiihrung werden etwa
0
42900 Pulsuhren verkauft.
f | Betrachtet man die Graphen derjenigen Stammfunktionen von f und g, die bei 4

x =0 den Wert 0 haben, so ergibt sich, dass bis etwa 4,5 Monate nach Pro-
dukteinfihrung Armbénder und Pulsuhren in gleicher Stiickzahl verkauft wurden.

2|l hy (x)=hp (x) & x =72, 0<% <1 firalle belR*, d. h. die Aussage ist rich- | ©
tig.

II: hy(x)=h, (x) < x=0vx=10-In2, hy(10-In2)=h,(10-In2), d. h. die Aus-
sage ist falsch.

h
b Gerade durch Koordinatenursprung und Extrempunkt: y = bf

O"B
S—

S
x
Il
oo
(6]

=

b

—
n
D"o

~—

X
Il
|

x

Gerade durch Koordinatenursprung und Wendepunkt: y =

n

0

=
D

Als eine Ldsung des Gleichungssystems

b

_b _b _B=I
tana = tanf = a-B=g

ergibt sich b~1,8.

~

d 2 5
Inhalt von Aq: Ihb(x)dx

0
Die Tangente an den Graphen von h, in dessen Wendepunkt lasst sich durch die

Gleichung Yy = —:—2 - X +i_9 darstellen, sie schneidet die x-Achse bei X = %O .
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.10 (40 _ 20
Inhalt von A, : ?'(F_F)
. . 62—3
Verhaltnis: =5
40
Bildungsplan BW— & KMK—Standardbezug
Standardstufe 10: 1c) 1. Teil 3.3.4(24)
Nicht Standardstufe 10: ganze Aufgabe bis auf 1¢)1.Teil
Teil- BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
aufg. Kompetenzen bereich
L1 L2 L3 L4 L5 K1 | K2 | K3 | K4 | K5 K6 | Il 1l
la 3 X | | I
b 3 X X | | |
c 5 X Il 1 1 X
d 4 X X X | | | X
e 3 X 1l 1l X
f 4 X X 1 1 Il X
2a 6 X X Il 1 | X
5 X X X X 1 I 1] X
c 2 X | I X
d 5 X X Il 1l I X
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Im Rahmen eines Unterrichtsprojekts wurden Start
unterschiedliche Kugelbahnkdrper gefertigt und ¢
hinsichtlich ihrer Eigenschaften untersucht. Zwei
dieser Bahnkdorper sind in Abbildung 1 schema-
tisch dargestellt.

Im Langsschnitt jeder der Bahnen F und G Endd
kann die Profillinie der Bahn modellhaft mithilfe

einer Funktion beschrieben werden;

wird der Startpunkt, von dem aus die Kugel die
Bahn durchlauft, durch den Punkt S(0]2) dar-

gestellt, der Endpunkt durch den Punkt E(Z | %) Abb. 1

Der horizontale Untergrund, auf dem die beiden Bahnkorper stehen, wird jeweils durch
die x-Achse beschrieben; eine Langeneinheit im Koordinatensystem entspricht einem
Meter in der Wirklichkeit.

Die Beschreibung der Profillinie der Bahn F erfolgt mithilfe der in IR definierten Funk-

... 3.3 81
t|onf.XI—>llX 44X+2_

a Zeigen Sie rechnerisch, dass der tiefste Punkt der Bahn F unterhalb ihres Endpunkts | 2
liegt.

b Im fallenden Abschnitt der Bahn F gibt es einen Punkt, der auf der Hohe des End- 2
punkts liegt. Bestimmen Sie fir diesen Punkt den Abstand vom Endpunkt.

¢ Bestimmen Sie die Lage desjenigen Punkts der Bahn F, in dem diese das grof3te 2
Gefélle hat.

d Zeichnen Sie den Graphenvon ffir o<x<2. 2

Die Bahn G verlauft gerade. Die Beschreibung ihrer Profillinie erfolgt mithilfe einer
Funktion g.

e Zeichnen Sie den Graphen von g fiir 0 < x < 2 in das Koordinatensystem aus Teil- 2

aufgabe d ein und zeigen Sie, dass g(X) = —%X +2 gilt.

f Betrachtet werden alle Paare eines Punkts der Bahn F und eines Punkts der Bahn 4
G, die die gleiche horizontale Entfernung vom jeweiligen Startpunkt haben. Fir jedes
dieser Paare kann der Hohenunterschied der beiden Punkte bestimmt werden. Beur-
teilen Sie die folgende Aussage:

Der Hohenunterschied ist fir das Paar derjenigen Punkte am grof3ten, in de-
nen die beiden Bahnen das gleiche Gefélle haben.

Die Korper der Bahnen F und G wurden von einem einzigen massiven Kunststoffqua-
der mit den Seitenldngen 200 cm, 250 cm und 10 cm abgeschnitten (vgl. Abbildung 2).
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o Abb. 2

g Berechnen Sie auf der Grundlage des Modells den prozentualen Anteil desjenigen
Teils des Kunststoffquaders, der nach dem Abschneiden der beiden Bahnkérper Ub-
rig bleibt.

h Betrachtet wird diejenige Seitenflache des Korpers der Bahn G, die in den Abbildun-
gen 1 und 2 grau markiert ist; ihr oberer Rand hat die Form der Profillinie. An dieser
Seitenflache soll ein rechteckiges Schild angebracht werden. Dabei soll eine Kante
des Schilds auf der langeren seitlichen Kante der Seitenflache liegen, eine zweite
Kante des Schilds auf der unteren Kante der Seitenflache und ein Eckpunkt des
Schilds auf dem oberen Rand der Seitenflache.

Stellen Sie ein Schild, das diese Bedingungen erflillt, im Koordinatensystem aus
Teilaufgabe d dar. Bestimmen Sie die Seitenlangen des Schilds so, dass dieses den
grolRtmoglichen Flacheninhalt hat.

Fur jede der Bahnen F und G wurde in bestimmten horizontalen Entfernungen vom
Startpunkt jeweils die Geschwindigkeit der Kugel gemessen. Die Messwerte kdnnen
der Tabelle enthommen werden:

Entfernung in m 0 1,0 15 2,0

m Messwerte | 0 3,6 4.4 51
S Messwerte Il 0 | 52| 56 | 51

Geschwindigkeit in

i Ordnen Sie die Messwerte | und Il jeweils einer der beiden Bahnen zu und begrin-
den Sie lhre Zuordnung.

j Aufgrund der Messwerte lasst sich vermuten, dass die Geschwindigkeit der Kugel
auf der Bahn, fur die die Messwerte Il ermittelt wurden, in jedem Punkt mindestens
so grol3 war wie in gleicher horizontaler Entfernung vom Startpunkt auf der anderen
Bahn. Der Zusammenhang zwischen den Messwerten und den horizontalen Entfer-
nungen vom Startpunkt kann jeweils modellhaft durch eine Gleichung beschrieben
werden:

Messwerte I: v, (x)=~m-Xx
Messwerte I: v”(x):\/a-x3 +bh-x?+c-x+d

Bestimmen Sie die Werte von m sowie von a, b, ¢ und d. Prifen Sie, ob die beiden
Modelle zu den Messwerten | und Il die Vermutung sttitzen.
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Die Profillinie einer weiteren Bahn H kann durch die 1

Funktion h: X > 2—J%x—x2 mit x e [0;2] beschrie- S M

ben werden. Abbildung 3 zeigt den Graphen von h so-
wie den Punkt M(%|2).

w

K Fur alle Punkte (X | h(X)) des Graphen von h gilt:

2 2 2
(82-x) +(2-h(x)" =(%&)
Begriinden Sie damit, dass alle Punkte des Graphen von h vom Punkt M den Ab-
stand %—g haben.

| Die drei folgenden Rechenschritte liefern im Zusammenhang mit der Bahn H die L6-
sung einer Aufgabe:

O EHEE
Kl

a
2229

360° 16

Formulieren Sie die zugehorige Aufgabenstellung und erlautern Sie den dargestell-
ten Losungsweg.

cosa=

‘\‘I\)

o l—“l\.) o
[ex)[6)]

Erwartungshorizont

Abb. 3
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a f(%) :% <0,5, d. h. es gibt einen Punkt der Bahn F, der unterhalb ihres Endpunkts

liegt. Damit gilt dies auch fir ihren tiefsten Punkt.

Fur x>0 liefert f(X) =% neben X; =2 die Losung X, ~0,94 . Damit betragt der ge-

suchte Abstand etwa 1,06 m.

f"(x)=0< x=0, d. h. die Bahn hat im Startpunkt das groRte Gefalle.
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di| Iy 2
N~ x
9] D
|
ell Tv 05-2 _ 3 2
> 9(0)=2, =5-=-4
\\\\
N x
0 D
|
f |Die Aussage ist richtig. 4

Begrindung: Fir o< x <2
hat die in IR definierte Funktion d mit d(x)=g(x)—f(x) bei x =¥ den
grof3ten Wert;

gilt F(X):—%@X:%'

g|? 5
J(g(x)~f(x))ax
0 ~22%
2-25
hil 1y Der Flacheninhalt des Rechtecks, das das Schild darstellt, 5
L lasst sich in Abh&ngigkeit von seiner Breite x durch eine Funk-
N i q tion A mit A(x)=x-g(x) beschreiben.
7% Es git: A(X)=0 e x=4%, A"(2)<0, g(2)=1
// N« 3 3 3
0 ‘ > | Die Seitenlangen sind etwa 1,33 m und 1,00 m.

i |Die Messwerte | gehéren zur Bahn G, da hier die Geschwindigkeiten aufgrund des 2
zunéachst geringeren Gefélles langsamer zunehmen als bei der Bahn F, die Mess-
werte Il entsprechend zur Bahn F.

i |v(1)=36 liefert m~13. 6
c~34,0und d=0.

Fur o <x <2 gilt v;;(x)>v,(x), d. h. die beiden Modelle stiitzen die Vermutung.

K (f—g—x) ist die Differenz der x-Koordinaten von M und (X | h(X)) . (2-h(x)) die Diffe-|
renz der y-Koordinaten. Damit ist (22 x)2 +(2- h(x))2 das Quadrat des Abstands
der beiden Punkte. Stimmt dieser Wert unabhangig von x mit (%)Z Uberein, so ha-

ben alle Punkte des Graphen von h vom Punkt M den Abstand % :

| |Aufgabenstellung: Berechnen Sie die Lange der Bahn H. 4
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Die beiden ersten Rechenschritte liefern die GroRe des Winkels, den M_S und IWE
einschlielen. Aus dem dritten Rechenschritt ergibt sich die Lange des in Abbildung 3
gezeigten Kreisbogens.

Teil B; Analysis

40
Bildungsplan BW— & KMK-Standardbezug
Standardstufe 8: a) 3.2.1(7), 3.2.4 (3)
d)3.2.1(7),3.24 (1)
e) 3.2.4 (7)
h) 3.2.1(5)
i)3.2.4 (1), (2)
Standardstufe 10: c) 3.3.4 (24)
h) 3.3.4 (24)
k) 3.3.2 (9)
Nicht Standardstufe 10: b)(CAS), 1), 9), J) (CAS), I)
Teil- BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
aufg. Kompetenzen bereich
L1 L2 L3 L4 L5 K1 | K2 | K8 | K4 | K5 | K6 | Il ]
a 2 X X | | I X
b 2 X X X | | | X
c 2 X X | | X
d 2 X | X
e 2 X X I I I X
f 4 X X X X Il 1 1 X
g 5 X X X Il 1 1l
h 5 X X X X 1 1l 1l X
i 2 X X I I X
i 6 X X X 1 1l 1l X
k 4 X X X 1 1l 1] X
| 4 X X X 1 1] 1] X
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Die Abbildung zeigt das Logo eines Geschafts flr Anglerbedarf. Die obere Spitze der
Schwanzflosse des Fischs liegt auf der Wasseroberflache; die Strecke zwischen oberer
und unterer Spitze der Schwanzflosse steht senkrecht zur Wasseroberflache.

Bei Verwendung eines geeigneten Koordinatensystems kann die untere Begrenzungsli-

nie des Fischs mithilfe der in IR definierten Funktion U: X %XS , die obere Begren-

zungslinie mithilfe der in IR definierten Funktion VX %XZ -(4 - X) beschrieben und die
Wasseroberflache durch die Gerade mit der Gleichung y = 2 dargestellt werden.

a Zeigen Sie, dass 5

+ die Graphen von u und v nur die Punkte P(O | O) und Q(% | %) gemeinsam haben,;

. V'(X) = —%Xz +2X ein Term der ersten Ableitungsfunktion von v ist.

b Weisen Sie nach, dass der Punkt Q ein Extrempunkt des Graphen von v ist, und ge- 3
ben Sie die Art dieses Extrempunkts an.

C Beurteilen Sie die folgende Aussage: 3
Fur jeden Wertvon X € ]0; %[ ist die Steigung des Graphen von v grof3er als die
Steigung des Graphen von u.

d Die Ausdehnung des Fischs in y-Richtung betréagt gilg Ermitteln Sie damit die Aus- 5
dehnung des Fischs in x-Richtung. (zur Kontrolle: Die Ausdehnung in x-Richtung betrégt 13—1 )

e Berechnen Sie den Flacheninhalt der Schwanzflosse des Fischs. 3

f Bezeichnet man die Losung der Gleichung v (x) =2 fir o<x < g mit X; und die L6- 5

sung der Gleichung u(x) =2 mit X, , so ist der Wert des Terms

Xy X,

-1 Xq
die Losung einer Aufgabe im vorliegenden Sachzusammenhang. Formulieren Sie
eine passende Aufgabenstellung und beschreiben Sie die Bedeutung der beiden In-
tegrale im Zusammenhang mit der Aufgabe.

Das Logo des Geschéfts soll verandert werden. Fir die obere Begrenzungslinie des
Fischs wird weiterhin die Funktion v verwendet. Die untere Begrenzungslinie jedoch soll




anstelle von u mithilfe einer anderen der in IR definierten Funktionen Uy : X = %k X3

mit k >0 beschrieben werden. Der gemeinsame Punkt der Graphen von U, und v, der

die x- Koordlnate hat stellt die Kopfspitze dar.

Poolaufgaben Mathematik grundlegendes Niveau Teil B; Analysis

Teils des Fischs.

Beschreibung: Die Werte der Integrale sind die Inhalte der Flachen, die der Graph
von u mit dem Graphen von v sowie den Geraden mit den Gleichungen x=-1 und
X=X; bzw. mit der Gerade mit der Gleichung y = 2 sowie den Geraden mit den Glei-

chungen X=X; und X=X, einschlief3t.

Weisen Sie nach, dass die x-Achse fir alle Werte von k Tangente an den Graphen 3
von U, in dessen Wendepunkt ist.
Bestimmen Sie, wie der Wert von k gewahlt werden misste, damit die Ausdehnung 4
der Schwanzflosse in y-Richtung 3 betragt.
Die Graphen von U, und v schlieRen mit der Strecke zwischen oberer und unterer 4
Spitze der Schwanzflosse jeweils einen Winkel ein. Fir einen Wert von k sind die bei-
den Winkel gleich grof3. Prifen Sie, ob die Kopfspitze fur diesen Wert von k oberhalb
der Wasseroberflache liegt.
35
Erwartungshorizont
BE
u(x):v(x)<:>%x3 1x3+x2<:>gx2 (x—%):O@x:va:% 5
8)_ 64
Mit v(x)——lx3 +X? ergibt sich V'(x) =-3x° + 2x
i =7 ergibt sic =-7 .
" 3
V'(x)==2x+2 3
Es gilt v ( ) 0 und V' (%) <0, d. h. Q ist Hochpunkt des Graphen von v.
Die Aussage ist falsch. 3
Begriindung: Mit U'(X) = %XZ ergibt sich V'(2) =1<3 =u'(2).
64 539_ 1 | 5
Fur die y-Koordinate der unteren Spitze der Schwanzflosse ergibt sich 57 =575 =3
Mit U(X) 3 Loxd=-lox=-1 ergibt sich fur die Ausdehnung in x-Richtung
8 _11
1+ =73 -
0 0 5 3 0 3
I(v(x)—u(x))dx:j(x )dx [% —332x ]71:%+%:%
-1 -1
Aufgabenstellung: Bestimmen Sie den Flacheninhalt des dunkelgrau markierten 5
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9| Der Wendepunkt des Graphen von U ist (0]0). Mit UL(X)=%k-X2 ergibt sich 3
u, (0)=0.
hiu(-)=2-3=-ik=-1k=2 4
iy (=1)=_11 4
V(-1)=-4
U (-) =L 3k =1 k=22
U | o= |=18 <> d. h. die Kopfspitze liegt nicht oberhalb der Wasseroberflache.
228+2 13§idhd'Kf' li icht oberhalb der W berflach
3\ 3
35

Bildungsplan BW—- & KMK-Standardbezug

Standardstufe 8:

a) 3.2.1 (9), (23)

c)3.2.1(7)
h) 3.2.1 (11)
i)3.2.1(11)
Standardstufe 10: a)3.3.1(12)
b) 3.3.4 (7), (24)
c) 3.3.4 (17)
d) 3.3.1(5)
0) 3.3.4 (17), (24)
i) 3.3.4 (17),
Nicht Standardstufe 10: e), f)
Teilauf- BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
gabe K1 K2 K3 ks | k5 | K6 | I m
a 5 [ X
b 3 | [ X
c 3 I I I [
d 5 I I [ | [
e 3 [ [ I
f 5 1] 11} I I I X
g 3 [ X
h 4 I [ [ X
i 4 1] 1 [ I X

Anzahl® der Bewertungseinheiten im

Anforderungsbereich |

Anforderungsbereich Il

Anforderungsbereich i

11

15

9

5 Die Ermittlung der Anzahlen erfolgt ausschlieBlich auf der Grundlage der Spalten ,BE“ und ,Anforderungsbereich*
in der vorhergehenden Tabelle. Bei jeder Aufgabe zum Prifungsteil B liegen die Anzahlen der Bewertungsein-
heiten — abhéngig vom Anforderungsniveau — in den Bereichen, die der folgenden Tabelle zu entnehmen sind:

Anforderungsniveau erhéht grundlegend
Anforderungsbereich | ] 1] | Il 1
Anzahl der BE 8-10 17-21 11-13 10-12 14 -18 7-9
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Die Abbildung 1 zeigt den Graphen der Funktion f mit f(X) = %X'(3 - X) -e" und xelR.
Y
L X
=71 0 p \ il
Abb. 1
1 Fir die erste Ableitungsfunktion £’ von f gilt f'(x) = —%~(x2 —X —3)-ex .
a Geben Sie die Nullstellen von f an und berechnen Sie die Koordinaten des Hoch- 4
punkts des Graphen von f.
b Beschreiben Sie den Verlauf des Graphen von f fir X = —o0 und begrinden Sie 2
Ihre Angabe anhand des Funktionsterms von f.
C Eine der Tangenten an den Graphen von f verlauft durch den Punkt (O | %) Zeich- 3

nen Sie diese Tangente in die Abbildung 1 ein und geben Sie eine Gleichung der
eingezeichneten Gerade an.

d Berechnen Sie die Grol3e des Steigungswinkels des Graphen von fim Koordinaten- | 2

ursprung.
e Zeigen Sie, dass die in IR definierte Funktion F mit F(x) = —%-(x2 —5X + 5)-eX 4
eine Stammfunktion von f ist.
3
f Deuten Sie das Integral J'f(x)dx geometrisch und berechnen Sie seinen Wert. 3
0
g Begrinden Sie ohne zu rechnen, dass es eine positive Zahl a gibt, fur die 3

a
[f(x)dx =0 gilt.
0

h Begrinden Sie ohne Verwendung des Funktionsterms von F, dass der Graph jeder | 5
Stammfunktion von f einen Tiefpunkt hat, der auf der y-Achse liegt. Bestimmen Sie
diejenige Stammfunktion, fur die sich dieser Tiefpunkt im Koordinatenursprung be-
findet.

Fir jeden Wert von b e IR{ ist eine Funktion g, mit gb(X):%X-(X—b)‘eX und
x €IR gegeben. Fur die erste Ableitungsfunktion von g, gilt

b (X)=15- (x2 +(2-b)-x - b) -e*. Die Abbildung 2 zeigt die Graphen von ¢,

und g3.
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B [
_ > !
T ~ 7
A /
Abb. 2
a Bestimmen Sie denjenigen Wert von b, fur den der Graph von g, und der Graph 2

von f eine Figur einschlie3en, die bezlglich der x-Achse symmetrisch ist.

b Fir jeden Wert von b haben die Graphen von g, und g, einen gemeinsamen 3
Punkt. Berechnen Sie die x-Koordinate dieses Punkts.

¢ Fur jeden Wert von b schliel3en die Graphen von g, und g, im vierten Quadran- | 4
ten mit der x-Achse ein Flachenstlick ein. Markieren Sie dieses Flachenstlick flr
b =2 in der Abbildung 2. Fur einen Wert von b betragt der Inhalt des Flachen-
stiicks 5; geben Sie eine Gleichung an, mit der dieser Wert von b bestimmt werden

kdnnte.
35
Erwartungshorizont
BE
1|a|Nullstellen: 0 und 3 4
Hochpunkt:
Fur x >0 liefert f'(x)=0< x> -x-3=0: X=1+g1_3 ~2,3
y=1(2E)~16
b|Wegen lim f(x)= lim e* =0 n&hertsich der Graph von f fiir X —>—0 asympto- | 2
X—>—00 X—>—00
tisch der x-Achse.
c Y y=2x+1 3
\
d|tana=f(0)=0,3,d. h. a=16,7° 2
& F(x)=-2%-(2x-5)-&* —%-(x2 —5x+5)-ex :—%-(x2 —3x)-ex 4
=% (3-x)-€e*
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f |Der Wert des Integrals ist der Inhalt des Flachenstiicks, das der Graph von f fir 3
0 < x <3 mit der x-Achse einschliel3t.

Tf(x)dx:F(3)—F(O):%-(eS +5)~25

g|Fur x >3 sind die Funktionswerte von f negativ und es gilt lim f(x)=-o. Be- 3
X—>+00

trachtet man die Flachenstlicke, die der Graph von f im Integrationsbereich mit der
x-Achse und der Gerade mit der Gleichung X =a einschlief3t, so gibt es folglich
einen Wert von a, fur den der Inhalt des oberhalb der x-Achse liegenden Flachen-
stiicks ebenso grof ist wie der Inhalt des unterhalb liegenden Flachenstiicks.

h|Die Terme aller Stammfunktionen H von f haben die Form H(x) = F(x) +cC. 5

Es gilt H'(x) =f(x) und damit in einer Umgebung von x=0: H'(0) =0,
H'(X)<O fir x <0 und H'(X)>O fir x >0.

H(0)=0 & F(0)+c=0ec=2

2
2|algp(x)=—f(x)=>x-b=-(3-x)<=b=3 2
bl g, (x)=0p (x) & x> ~bx=x*+2x-bx-b < x =2 3
c - ,: b+1 b 4
x I Gp.a (%) dX| Igb(x)dx =5
1 [} O O
35
Bildungsplan BW— & KMK-Standardbezug
Standardstufe 10:
Nicht Standardstufe 10: ganze Aufgabe
Teilauf- BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
gabe K1 K2 K3 K4 K5 K6 I Il 11}
la 4 | I X
b 2 | I I X
c 3 | I X
d 2 I X
e 4 Il X
f 3 I I X
3 I I I X
5 I m Il X
2a 2 I I Il X
3 I I X
c 4 I n I X
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Die Abbildung zeigt das Logo eines Geschafts flr Anglerbedarf. Die obere Spitze der
Schwanzflosse des Fischs liegt auf der Wasseroberflache; die Strecke zwischen oberer
und unterer Spitze der Schwanzflosse steht senkrecht zur Wasseroberflache.

Bei Verwendung eines geeigneten Koordinatensystems kann die untere Begrenzungs-

linie des Fischs mithilfe der in IR definierten Funktion U: X+ %xs , die obere Begren-

zungslinie mithilfe der in IR definierten Funktion VX %Xz -(4 - X) beschrieben und
die Wasseroberflache durch die Gerade mit der Gleichung y = 2 dargestellt werden.

a Zeigen Sie, dass die Graphen von u und v nur die Punkte P(0]0) und Q(% %) ge- | 3

meinsam haben.

b Weisen Sie nach, dass der Punkt Q ein Extrempunkt des Graphen von v ist, und ge- | 3
ben Sie die Art dieses Extrempunkts an.

¢ Entscheiden Sie fir jede der Aussagen | und Il, ob sie richtig oder falsch ist. Begriin- | 4
den Sie lhre Entscheidung jeweils rechnerisch.

| Fir jeden Wertvon X € ]0;%[ ist die Steigung des Graphen von v gréRer als die

Steigung des Graphen von u.
Il Die Graphen von u und v beriihren sich im Punkt P.
d Berechnen Sie die Ausdehnung des Fischs in x-Richtung und in y-Richtung. 5

e Der dunkelgrau markierte Teil des Fischs befindet sich im Wasser. Bestimmen Sie 6
den Flacheninhalt dieses Teils des Fischs.

Das Logo des Geschéfts soll verandert werden. Fir die obere Begrenzungslinie des
Fischs wird weiterhin die Funktion v verwendet. Die untere Begrenzungslinie jedoch
soll anstelle von u mithilfe einer anderen der in IR definierten Funktionen

Ug - X %k X3 mit k > 0 beschrieben werden. Der gemeinsame Punkt der Graphen
von U, und v, der die x-Koordinate % hat, stellt die Kopfspitze dar.

f Weisen Sie nach, dass die x-Achse fur alle Werte von k Tangente an den Graphen 2
von U, in dessen Wendepunkt ist.
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g Bestimmen Sie, wie der Wert von k gewahlt werden muisste, damit die Ausdehnung | 3

der Schwanzflosse in y- Rlchtung betragt.

h Beschreiben Sie den Einfluss des Parameters k auf die Lage der Kopfspitze. 2

i Untersuchen Sie fur jede der folgenden Eigenschaften I, Il und lll, fur welche Werte 7
von k diese zutrifft.

| Die Kopfspitze ragt aus dem Wasser heraus.

Il Die obere Begrenzungslinie des Fischs verlauft an der Kopfspitze parallel zur
Wasseroberflache.

Il Die Kopfspitze ist der héchste Punkt des Fischs.

35
Erwartungshorizont
BE
alu(x)=v(x)ex=0vx=3 3
64
u(0)=0, u(§)=5

b|Es gilt v ( ) 0 und V' ( )<0, d. h. Q ist Hochpunkt des Graphen von v. 3
c|I: Die Aussage ist falsch, da u'(2) > v'(2). 4

II: Die Aussage ist richtig, da die Graphen von u und v den Punkt P gemeinsam ha-

ben und u(x)<v(x) fiir alle X e[—% %]\{0} gilt.
d|Fir x<o glltv(x):—<:>x_—1. 5

Ausdehnung in x-Richtung: 1+ % ~3,7

Ausdehnung in y-Richtung: % ~u(-1)~25
€| Die Losung der Gleichung v(x)=2 flr 0<x< 8 wird mit X; bezeichnet, die Losung 6

der Gleichung u(x) =2 mit X, .

Xy Xy

I(v(x)—u(x))dx+ I (%—u(x))dx ~14

-1 Xq
f | Der Wendepunkt des Graphen von Uy ist (0]0). Es gilt u; (0)=0. 2
glu(-)=2-3<=k=2 3
h|Mit zunehmendem Wert von k bewegt sich die Kopfspitze in negative x-Richtung und | 2

dabei fur k <1 in positive y-Richtung und fur k >1 in negative y-Richtung.
il uk(k32)>5<:>10 4\/—<k<l°+4*/— 7
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Il: Fr k>0 gitt: V(;25) =0 k=1

Ill: Die x-Koordinate des Hochpunkts des Graphen von v ist unabhangig von k. Mit
zunehmendem Wert von k bewegt sich der Schnittpunkt der Graphen von U,

und v in negative x-Richtung. Mit | und Il folgt: 1<k < —10+54£
35
Bildungsplan BW— & KMK—Standardbezug
Standardstufe 8: a) 3.2.1 (9), (23)
c)3.21(7)
g) 3.2.1 (11)
Standardstufe 10: a) 3.3.1(12)
b) 3.3.4 (7), (24)
c) 3.3.4 (17)
d) 3.3.1(5)
f) 3.3.4 (17), (24)
Nicht Standardstufe 10: e), h) (CAS), i) (CAS)
Teilauf- BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
gabe K1 K2 K3 K4 K5 K6 [ I 1]
a 3 [ X
b 3 | [ X
c 4 I I I [
d 5 I I [ | [
e 6 I [ I
f 2 [ X
g 3 I [ | [ X
h 2 | [ [ X
i 7 1] I} [ I X
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Gegeben ist die Funktion f mit f(X) = %X : (3 - X) -e" und xelR.
1 a Geben Sie die Nullstellen von f an. Zeigen Sie rechnerisch, dass der Graphvonf | 4
im ersten Quadranten einen Wendepunkt hat.

b Beschreiben Sie den Verlauf des Graphen von f fliir X —-—0 und X — 40, 2

C Es gibt zwei Tangenten an den Graphen von f, deren Steigung ‘I’—g ist. Berechnen

Sie fUr eine dieser Tangenten die y-Koordinate des Schnittpunkts mit der y-Achse
sowie die Grol3e des Winkels, unter dem sie die y-Achse schneidet.

Die Funktion F ist eine Stammfunktion von f.

d Berechnen Sie den Wert des Terms F(3)—F(0) und deuten Sie das Ergebnis ge- | 2
ometrisch.

e Begriunden Sie ohne zu rechnen, dass es eine positive Zahl a gibt, fir die

a
[f(x)dx =0 gilt
0

f Begrunden Sie ohne Integration, dass der Graph jeder Stammfunktion von f einen | 3
Tiefpunkt hat, der auf der y-Achse liegt.
g Bestimmen Sie diejenige Stammfunktion von f, deren Graph einen Tiefpunkt im 3
Koordinatenursprung hat.

2 Fir jeden Wert von b eIRg - y ! '
ist eine Funktion g, mit / ,' ;
_1 X . I X
Op (X)=-5X-(x-b)-e — >
b (X) =15 (x-b) T To o7 |} 1
und X €IR gegeben. Die Ab- \.\\ /
bildung 2 zeigt die Graphen -1 NN !
von (,, g3 und g . y - i
Po \ .
- \ !
T 1
3 : 1
- i
) l
\ ]
_ \ I
Nl
~ \
J \ N
7 Abb. 2

a Bestimmen Sie rechnerisch denjenigen Wert von b, fiir den der Graph von g, und | 2
der Graph von f eine Figur bilden, die bezuglich der x-Achse symmetrisch ist.
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b Berechnen Sie denjenigen Wert von b, fur den der Tiefpunkt des Graphenvon g, | 3
die x-Koordinate 2 hat, und skizzieren Sie den zugehdrigen Graphen von g, in der
Abbildung 2.

c Fur jeden Wert von b haben die Graphen von g, und g, einen gemeinsamen 3
Punkt. Berechnen Sie die Koordinaten dieses Punkits.

d Fur jeden Wert von b schlie3en die Graphen von g, und g, im vierten Quadran- | 5
ten mit der x-Achse ein Flachenstiick ein. Markieren Sie dieses Flachenstick fur
b =3 in der Abbildung 2. Bestimmen Sie denjenigen Wert von b, fir den der In-
halt des Flachenstiicks 2% - (e3 +1) betragt.

35
Erwartungshorizont
BE
1|a|Nullstellen: 0 und 3 4
Wendepunkt:
Fir x>0 git: '(x)=0©x=-1+117
'”( 24217 )¢0 f( 2 +2317 )>O

b|Fir X - —0 nahert sich\ der Graph von f asymptotisch der x-Achse, flir X = 4+ 2
entfernt er sich von dieser im vierten Quadranten beliebig weit.

Cle: .. . f! _3e . _ . . . .. . 5
Eine Losung der Gleichung (X) =70 Ist x=1. Damit ergibt sich fur die gesuchte
y-Koordinate f(1)-3¢=-£.
tana—%,d h. a~50,8°

3

d/F(3)-F(0)=(e® +5)~25 2
Der Inhalt des Flachensticks, das der Graph von f flr 0 < x <3 mit der x-Achse
einschlief3t, betragt etwa 2,5.

e|Fir x >3 sind die Funktionswerte von f negativ und es gilt lim f(x)=-x. Be- 3

X—+0
trachtet man die Flachenstlicke, die der Graph von f im Integrationsbereich mit der
x-Achse und der Gerade mit der Gleichung X =a einschlief3t, so gibt es folglich
einen Wert von a, fir den der Inhalt des oberhalb der x-Achse liegenden Flachen-
stiicks ebenso grol3 ist wie der Inhalt des unterhalb liegenden Flachenstlcks.

f | Die Terme aller Stammfunktionen H von f haben die Form H(x)=F(x)+c.Esgilt | 3
H'(x) =f(x) und damit in einer Umgebung von x=0: H'(0)=0, H(x) <0 fir
x <0 und H'(x)>0 fir x>0.

g/ H(x)=—3%- (x —5x+5) eX+c,H(0)=0<:>C=% 3

2|a| gy (x)=—f(x)=b=3 2
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' _ _ 8 4 ! ’
bl g,(2)=0=b=4 T iniH 3
i x
o] — 1
TN ! !
'\A ~ _/ I
\ !
\ 1
K |
I
. i
, _ bY_ 1 ph2a5
c gb(x)ng(x)ax:%,y—gb(E)——4—0b e? 3
d v / i’ L b+l b 5
I _ 1 3 _
/ , I gb+1(x)dx—'|'gb(x)dx_ﬁ-(e +1)<:>b_2
1 0 | 2
— 0 0
35
Bildungsplan BW—- & KMK-Standardbezug
Standardstufe 10:
Nicht Standardstufe 10: ganze Aufgabe
Teilauf- BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
gabe K1 K2 K3 K4 K5 K6 | I m
la 4 | I X
b 2 | I I X
c 5 I I I X
d 2 I I I X
e 3 I I I X
f 3 I I I X
3 I I I X
2a 2 1 I I X
3 I I X
c 3 I I X
d 5 I " I X
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Die Abbildung zeigt den Graphen T
der in IR definierten Funktion f mit A //\\
f(x)=-2x* +5¢. oo 7
// \\
1200 7 \
800 / \\
/ \
__O ___/ X
4,2 lo 2 4 6 8 10 12 14 16 °
00 \
/ |

1 a Zeigen Sie rechnerisch, dass der Punkt (12|2160) ein Hochpunkt des Graphen 5
von fist und dass die Tangente an den Graphen von fim Punkt (0]0) parallel zur
x-Achse verlauft.

b Bestimmen Sie eine Gleichung der Gerade g, die durch die beiden Wendepunkte | 7
des Graphen von f verlauft. Zeichnen Sie in die Abbildung eine Gerade ein, die pa-
rallel zu g ist und fir 0 <x <8 mit dem Graphen von f genau einen Punkt gemein-
sam hat.

Fur jede reelle Zahl a ist eine in IR definierte Funktion h, mit ha(X) = 5ax? gegeben.

c Beschreiben Sie, wie der Graph von h, aus dem Graphen von h; erzeugt werden | 2
kann.

d Bestimmen Sie denjenigen Wert von a, fir den der Punkt (4 | f(4)) aufdem Gra- | 2
phen von h, liegt.

e Es gibt genau einen positiven Wert von a, fir den die Graphen von fund h, genau | 5
zwei gemeinsame Punkte haben. Ermitteln Sie diesen Wert von a.

f Die Gleichung f(x)=h;5(x) hat genau die drei Lésungen x; =0, X, =6 und 3

10
X3 =10 und es gilt J' (f(x)fh3‘75 (x))dx — 0. Deuten Sie dies mit Bezug auf die

0
Graphen von fund hg 5.

2 Ein Unternehmen lagert Glyzerin in einem Tank. Die momentane Anderungsrate des
Tankinhalts kann fir 0 < x <20 mithilfe der Funktion f beschrieben werden. Dabei ist
x die seit Beobachtungsbeginn vergangene Zeit in Stunden und f(x) die momen-
tane Anderungsrate in Kilogramm pro Stunde. Zu Beobachtungsbeginn befinden sich
im Tank 1200 kg Glyzerin.

a Der Punkt (4|240) liegt auf dem Graphen von f. Interpretieren Sie die Koordina- 2
ten dieses Punkts im Sachzusammenhang.

b Beurteilen Sie die folgende Aussage: 2
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Zwolf Stunden nach Beobachtungsbeginn ist die grof3te Menge Glyzerin im
Tank enthalten.

¢ Bestimmen Sie grafisch die Zunahme des Tankinhalts zwischen den Zeitpunkten 3
acht Stunden und zehn Stunden nach Beobachtungsbeginn.

d Berechnen Sie, wie viel Glyzerin 20 Stunden nach Beobachtungsbeginn im Tank 4
enthalten ist.

35
Erwartungshorizont
BE
1lal ¢ _ 5,3 2 " 15,2 5
f'(x)==2 x> +15x", f'(x)=-L2x* +30x
Wegen f(12)=2160, f'(12)=0 und f"(12) =-180 <0 ist (12]2160) ein Hoch-
punkt.
Wegen f'(O) =0 verlauft die beschriebene Tangente parallel zur x-Achse.
b| e f'(x) =0 x:(-2x+30) =0 x=0vx=8 7

Mit f(0)=0 und f(8)=1280 ergibt sich y =160X.

X

. I
% {
T F I

c|Der Graph von h, kann aus dem Graphen von h; durch eine Streckung in y-Rich- | 2
tung mit dem Faktor % erzeugt werden.

d| hy(4)=f(4)<=5a-16 =240 <a=3 2
€| f(x)=h,(x) = -2 x* +5x° =5ax® < -2 x° -(x2 —16x+16a)=0 S

& X=0vXx=8++64-16a

64-16a=0<=a=4

f | Die Graphen von fund h; ;5 haben genau drei gemeinsame Punkte und schlieBen | 3
zwei Flachenstiicke gleichen Inhalts ein, die auf verschiedenen Seiten des Gra-
phen von h; 5 liegen.

2|a|Vier Stunden nach Beobachtungsbeginn betragt die momentane Anderungsrate 2
des Tankinhalts 240 kg pro Stunde.

b|Die Aussage ist falsch, da die momentane Anderungsrate nach dem Zeitpunkt 2
zwolf Stunden nach Beobachtungsbeginn zunéchst positiv ist.
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c ol —*1  Der Tankinhalt nimmt um etwa 8-2-200kg =3200kg 3
pe 4. &\ zu.
' N
i NN 1
SN
/ \\
dl 20 ! 5 7% _ 4
£ f(x)dx = _EXS +ZX4L =0, d. h. 20 Stunden nach Beobachtungsbeginn be-
finden sich im Tank 1200 kg Glyzerin.
35
Bildungsplan BW- & KMK-Standardbezug
Standardstufe 8: 1b) 3.2.1 (20), 3.2.1 (23), 3.2.4 (6), 3.2.4 (7)
c) 3.2.4 (13)
d) 3.2.1 (7), 3.2.1 (20)
e) 3.2.1 (27),3.2.1 (22), 3.2.1 (23)
2a)3.24(2)
Standardstufe 10: 1a)3.3.4(17), 3.3.4 (24)
b) 3.3.4 (24)
2 b) 3.3.4 (25)
Nicht Standardstufe 10: 1f),2c),d)
Teilauf- BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
gabe K1 K2 K3 K4 K5 K6 | I n
la 5 | | X
b 7 I | I X
c 2 I | | X
d 2 [ [ X
e 5 1] 1 I X
f 3 1] I i X
2a 2 | | X
2 Il I Il | X
c 3 | [ | | X
d 4 I I I X
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BE

Gegeben ist die in IR definierte Funktion f mit (x)=(2+%)-(1- g)s . Der Graph von f

wird mit G; bezeichnet.

1 a Geben Sie die Koordinaten der Schnittpunkte von G; mit den Koordinatenachsen | 2

an.

b Begriinden Sie ohne weitere Rechnung, dass G; mindestens einen Hochpunkt 3
hat.

¢ W,(2]0) ist ein Wendepunkt von G . Weisen Sie rechnerisch nach, dass auch 3

Wz(—l‘ %) ein Wendepunkt von G; ist und dass G; keine weiteren Wende-
punkte hat.

Die Gerade g verlauft durch W und W, .

d Stellen Sie G; fur -4 <x<4 in einem Koordinatensystem dar. Zeichnen Sie g in 4

dieses Koordinatensystem ein und weisen Sie nach, dass g durch die Gleichung
y= —%X + % dargestellt wird.

e G; und g schliel3en drei Flachenstlicke ein. Zeigen Sie, dass die Summe der In- 4
halte zweier dieser Flachenstiicke ebenso grof3 ist wie der Inhalt des dritten.

f Ermitteln Sie rechnerisch die Anzahl der Geraden, die parallel zu g sind und G; 3
berthren.

2 Im Langsschnitt eines Berghangs kann dessen Profillinie fir —5 < x <4 modellhaft

durch den Graphen der in IR definierten Funktion h mit h(x) =%-f(% : X) ,d. h.

h(x)= 1555 (8+%)-(4- x)* , beschrieben werden. Es soll davon ausgegangen wer-

den, dass der Hang in Querrichtung nicht geneigt ist. Im verwendeten Koordinaten-
system beschreibt die x-Achse die Horizontale; eine Langeneinheit entspricht
100 Metern in der Wirklichkeit.

a Der Hochpunkt des Graphen von h hat die x-Koordinate —5 . Geben Sie die zuge- | 2
horige y-Koordinate an und stellen Sie die Profillinie des Hangs in einem Koordi-
natensystem graphisch dar.

b Beschreiben Sie, wie der Graph von h aus dem Graphen von f erzeugt werden 2
kann.

¢ Zeigen Sie rechnerisch, dass der Hoéhenunterschied zwischen dem héchstenund | 4
tiefsten Punkt des Hangs etwa 214 m betragt. Ermitteln Sie das durchschnittliche
Geféalle zwischen diesen beiden Punkten in Prozent.

d Der Hang wird als Skipiste genutzt. Der Tabelle kann der Zusammenhang zwi- 3
schen dem Schwierigkeitsgrad von Skipisten und deren jeweiligem maximalen Ge-
falle entnommen werden:
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Schwierigkeitsgrad | leicht ‘ mittel ‘ schwer

maximales Gefalle | bis 25 % ‘ bis 40 % ‘ mehr als 40 %

Ermitteln Sie den Schwierigkeitsgrad der hier betrachteten Piste.

e Am hochsten Punkt des Hangs steht ein Turm mit einer Hohe von 25 m. Es gibt 5
zwei Abschnitte des Hangs, in denen der Turm vom Boden aus zumindest teil-
weise sichtbar ist. Ermitteln Sie die Lage des hoher gelegenen der beiden Ab-
schnitte.
35
Erwartungshorizont
BE
1|a|Schnittpunkte mit der x-Achse: (-4|0), (2]0) 2
Schnittpunkt mit der y-Achse: (0]2)
b|fist eine in IR definierte ganzrationale Funktion und es gilt f(—4) =0, f(0)>0 3
und f(2)=0. Damit hat G¢ fir -4 <x<2 mindestens einen Hochpunkt.
Clt"(x) =0 x=-1vx=2, f"(-1)=0, f(-1) =2 3
d - -20.2+2.-0 4
| \
0 N
\\
R\
€ Fur x2-1und x#2 gilt f(X)=—%X+28—7<3X=%—%\/§VX=%+%\/§ mit 4
1.3 _ 1.3
5~% 5<-1und >+ 5>2,
3
27y, 21 _
I (f(x)—(—Ex+§))dx—O
38
flf(x)=-2C -1_3 -1,y=-1,3 3
f'(x) = e x=7 2\/§vx_2vx_2+2\/§
Die Tangente im Punkt (%—%\/5 |f(%—%\/§)) wird durch die Gleichung
y=-2Lx+2% gargestellt. Sie beriihrt G auch im Punkt (1 +3/3|f(1+33
16 64 gestellt. Sie berthrt ¢ auch im Pun (E+5 | (§+5 ))
nicht aber im Punkt (% | f (%)) . Damit gibt es genau zwei solche Geraden.
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2la 2 y y - 2187 2
- 1024
\\ X
4 2 0
b Der Graph von h kann aus G; durch eine Streckung mit dem Faktor % in y-Rich- 2
tung und eine Streckung mit dem Faktor 2 in x-Richtung erzeugt werden.
c|FUr -5 <x <4 nimmt h sein Minimum bei X =4 an. 4
Es gilt ("(-5)-h(4))-100~ 214
h(—5)9—h(4) . 24%
d|Fir -5<x<4 hat h’ das Minimum h’(—2) ~ 0,42, es handelt sich also um eine 3
schwere Piste.
e|Mit i(x)=m-(x+5)+h(-5)+0,25 liefern i(x) =h(x) und i'(x) =h’(x) als kleinste | 5
Losung fur x, die gréRer als —5 ist, X; ®—=3,3. Damit ergibt sich fur den gesuchten
Abschnitt =5 <X <X;.
35
Bildungsplan BW— & KMK—Standardbezug
Standardstufe 8: la)3.2.1(7),3.2.1(23)
d) 3.2.4 (6), 3.2.4 (7)
Standardstufe 10: 1a)3.3.4(7)
1b)3.3.4(12)
2 b) 3.3.4 (6)
2¢)3.3.4 (15)
Nicht Standardstufe 10: 1 c) (CAS), e), f) (CAS)
2 a) (CAS), d) (CAS), e)
Teilauf- BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
gabe K1 K2 K3 K4 K5 K6 [ I 1]
la 2 [ X
b 3 I I X
c 3 I | X
d 4 [ X
e 4 I I I X
f 3 I 11} I [ X
2a 2 | [ X
2 I I [
c 4 [ I [
d 3 I I X
e 5 I 1 I I I X




g(x)=a-sin(bx) und a,b <IR* beschrieben werden. Dabei gilt:
2 ist Extremstelle von g;

an der Stelle 2 stimmen die Funktionswerte von f und g Uberein.
Ermitteln Sie fir a und b jeweils den passenden Wert.

2022 -WTR 1
1 Die Abbildung 1 zeigt den Graphen T, ]
G; der in IR definierten Funktion f NE /
: _ 15 1,3 /
mit f(X)=55%X - X" +X. 4
1 =
Der Punkt W (2|f(2)) ist ein Wende- X
punkt von Gf . J2 41 b B ’
e
Abb. 1
a Geben Sie die Nullstelle von f an und begrinden Sie Ihre Angabe anhand des
Terms von f.
b Begrunden Sie ohne zu rechnen, dass auch der Punkt (—2 | f(—2)) ein Wende-
punkt von Gy ist.
: : , 2 2 .
c Zeigen Sie, dass f'(X) =5 (x-2)" - (x+2)" gilt.
Betrachtet werden die Tangente an G; im Koordinatenursprung und die Tangente
an G; im Punkt W.
d Weisen Sie nach, dass sich die beiden betrachteten Tangenten im Punkt (% | %)
schneiden. Zeichnen Sie die beiden Tangenten in die Abbildung 1 ein.
2
e Begrinden Sie geometrisch, dass der Wert des Integrals jf(x)dx und der Wert
0
des Terms %(2 - %) -2 annahernd tbereinstimmen.
2
f In der Teilaufgabe e ist der Wert des Integrals If(x)dx nadherungsweise angege-
0
ben. Berechnen Sie die prozentuale Abweichung des angegebenen Naherungs-
werts vom exakten Wert des Integrals.
g Die Funktion f kann im Intervall [-2;2] in guter N&aherung durch die Funktion g mit

Poolaufgaben Mathematik grundlegendes Niveau Teil B; Analysis

BE
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2 Ubertopfe sind GefaRe, in die Pflanztopfe gestellt werden konnen. Betrachtet werden
rotationssymmetrische Ubertopfe mit einer kreisformigen Grundflache und einer
Hohe von 40 cm.

Die Abbildung 2 zeigt fur einen solchen N Y /

Ubertopf die Profillinie eines Langsschnitts \ Vahtdl | /

entlang der Rotationsachse des Ubertopfs. P

Die Rotationsachse wird durch die y-Achse el "

dargestellt. Die Profillinie des Mantels kann \

mithilfe der in IR\ {0} definierten Funktion h \ 4 l
A

‘ X

Bl 2] 1o p B
Eine Langeneinheit im Koordinatensystem }‘Gru ndflaghe
entspricht 10 cm in der Realitat.

I

N
[

mit h(x)=5-23 beschrieben werden.

W

Abb. 2

a Zeigen Sie rechnerisch fiir den in der Abbildung 2 dargestellten Ubertopf, dass die | 3
Grundflache einen Durchmesser von etwa 28 cm hat.

b Untersuchen Sie, ob ein zylinderformiger Pflanztopf mit einem Durchmesser von 4
24 cm und einem Volumen von 16 Litern in den in der Abbildung 2 dargestellten
Ubertopf hineinpasst, ohne tiber den oberen Rand des Ubertopfs hinauszuragen.

¢ Fir jeden der betrachteten Ubertopfe kann — in einem Langsschnitt entlang der 5
Rotationsachse des Ubertopfs — die Profillinie des Mantels mithilfe einer der in
IR\ {0} definierten Funktionen h, mit hy (x) =k -3 und k < ]4;+ [ beschrieben

werden. Berechnen Sie denjenigen Wert von Kk, flr den der Radius des oberen
Rands des Ubertopfs doppelt so groR ist wie der Radius seiner Grundflache.

35
Erwartungshorizont

BE
lla| x=0 2

Begriindung: f(x) ist ein Polynom ohne konstanten Summanden.

b| Das Polynom f(x) enthalt nur Potenzen von x mit ungeraden Exponenten. Damit | 2
ist G; symmetrisch bezuglich des Koordinatenursprungs.

¢ f'(x):%x“—%xz+1:%-(x4—8x2+16):%-(x2—4)2:%-((X—Z)-(x+2))2 3
dl f(0)=1, f'(2)=0, f(2)=12 mii

Die beiden Tangenten werden also durch t; (x) = x

bzw. t, (X)=% beschrieben.

Es gilt: tl(%) =t, (%) =16
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e|Der Wert des Integrals stimmt ndherungsweise mit dem Inhalt des Trapezes Uber- | 3
ein, dessen Hohe % betragt und dessen parallele Seiten die Langen 2 bzw. %
haben.

fl2 4

6 4 2
ff(x)dx [mx - x* +4x }0 =22
0
1. (2 + 14) 16 _22
2 15) 15 15 _
P ~T%
15
il 16 4
9 b=Tcb=T g2)=12a=2
2ah() 0eb5-E=0Xx==-/2VvX= \/7 2.2 .10cm~28cm 3

b Tr-(120m)2-h=160000m3 liefert h~35¢m. 4
Mit einem Durchmesser von 24 cm und einer Hohe von etwa 35 cm passt der
Pflanztopf in den Ubertopf hinein.

c|Fur x>0 gilt: 5
h(x)=0ek-20=0ex=/10 h (x)=4ek-0=1cx=[10

10 _ _16
N \/7<:> =4. <:>4(k—4)—k<:>k—?
35
Bildungsplan BW— & KMK-Standardbezug
Standardstufe 8: la) 3.2.1 (23)
c) 3.2.1 (10)
d) 3.2.4 (9), 3.2.4 (6)
2a) 3.2.1 (25), 3.2.1 (22)
b) 3.2.1 (11), 3.2.1 (20)
c) 3.2.1 (25), 3.2.1 (22)
Standardstufe 10: la) 3.3.4 (7), 3.3.1 (5)
b) 3.3.4 (12)
c) 3.3.1 (12)
d) 3.3.4 (17), 3.3.4 (18)
0) 3.3.4 (11), 3.3.4 (10),
2b) 3.3.2 (7) (Geometrie, Zylinder)
2c) 3.3.1 (4)
Nicht Standardstufe 10: le), f)
Teilauf- BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
gabe K1 K2 K3 K4 K5 K6 | I I
la 2 | [ X
2 [ [ [ | X
c 3 | X
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d 5 I 1l I | X
e 3 I 1 Il X
f 4 1 X
4 I 1 I 1l Il X
2a 3 | | I | |
4 1 Il | X
c 5 1] Il 1 X




Poolaufgaben Mathematik grundlegendes Niveau Teil B; Analysis

2022 - WTR 2

1 Gegeben ist die in IR definierte Funktion f mit f(X) = (X + 2) -e”Fur die erste Ablei-

tungsfunktion von f gilt f'(x)=-(x+1)-e™,

a Geben Sie die Koordinaten der Schnittpunkte des Graphen von f mit den Koordi-
natenachsen an. Begriinden Sie, dass der Graph von f einen Hochpunkt hat, und
geben Sie die Koordinaten dieses Hochpunkts an.

b Geben Sie den Grenzwert von f flir X — +00 an und beschreiben Sie den Verlauf
des Graphen von f fur X — 400,

¢ Eine der Abbildungen I, Il und Il zeigt den Graphen von f. Geben Sie diese Abbil-
dung an und begrinden Sie lhre Angabe.

| ~ 1 ”~ 11 ”~
3{Y 3{Y 3{Y
2 2 29
14 1 A 1
X \&~ /\M

v

2 1 12 3 2 1 12 3 2 1 12 3
-1 -1+ -1

d Die Tangente an den Graphen von fim Punkt (O | f(O)) schlie3t mit den Koordina-

tenachsen ein Dreieck ein. Berechnen Sie den Umfang dieses Dreiecks und ge-
ben Sie die Koordinaten des Punkts an, der von allen Eckpunkten des Dreiecks
den gleichen Abstand hat.

Der Graph einer Funktion g kann aus dem Graphen von f schrittweise erzeugt wer-
den durch:

Spiegelung an der x-Achse

1

Streckung mit dem Faktor ¢

in y-Richtung

Verschiebung um 1 in positive x-Richtung

e Zeigen Sie, dass g(x)=f'(x) gilt.

f Bestimmen Sie unter Verwendung der genannten Schritte, mit denen der Graph
von g aus dem Graphen von f erzeugt werden kann, reelle Zahlen a, b und k, fur

die Tf(x)dx _ k.jzg(x)dx gilt.

2 Ein Tauchroboter bewegt sich in vertikaler Rich- 1
tung. Diese Bewegung lasst sich fir 0 <t<30
modellhaft mithilfe der in IR definierten Funktion
h:t— 4%'[3 —2—27t2 + 4—25t beschreiben. Dabei ist t

die seit Beobachtungsbeginn vergangene Zeit in
Minuten und h(t) der Abstand des Roboters von t

M
h(t)
1000 1

500 1

~w

der Wasseroberflache in Metern. Die Abbildung 0 10 20 30
stellt die Bewegung des Roboters dar.

BE
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a Weisen Sie nach, dass der Roboter zum Zeitpunkt 10 Minuten nach Beobach- 3
tungsbeginn den grol3ten Abstand zur Wasseroberflache hat und dass dieser Ab-
stand 900 Meter betragt.

b Berechnen Sie, wie viele Meter der Roboter innerhalb der ersten 15 Minuten nach | 3
Beobachtungsbeginn zurticklegt.

¢ Beschreiben Sie die Bedeutung des Wendepunkts des Graphen von h im Hinblick | 2
auf die Bewegung des Roboters.

d Betrachtet wird die Phase, in der der Roboter seinen Abstand zur Wasseroberfla- | 5
che vergroR3ert. Berechnen Sie den Zeitraum innerhalb dieser Phase, in dem die
Geschwindigkeit des Roboters groRRer als 29,7 Meter pro Minute ist.

35
Erwartungshorizont
BE
1|a| Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen: (-2]0), (0]2) 5
f'(x)=0<=x=-1, f'(x)>0 fur x<-1und f'(x) <0 fir x>-1
Hochpunkt: (-1|e)
b| lim f(x)=0 2
X—>+0
Der Graph von f nahert sich der x-Achse asymptotisch.
c|Es gilt f(l) ~1,1. Dazu passt nur die Abbildung II. 2
d| f'(0)=-1, d. h. die Tangente schneidet die x-Achse im Punkt (2]|0). Damit be- 5
tragt der gesuchte Umfang 2+2+v22 +22 =4+ J8.
Gesuchter Punkt: (1]1)
el g(x)=-2((x-1)+2)- e =-1 (x+1)-e™ e=—(x+1)-e* =1 (x) 4
f | Damit die Gleichung erfillt ist, miissen die Unterschiede zwischen den Graphen 4
von fund g rechnerisch ausgeglichen werden: die Spiegelung durch einen Faktor
-1, die Streckung durch einen Faktor e und die Verschiebung durch entspre-
chende Verschiebung der Integrationsgrenzen.
Damit: a=1, b=3, k=—e
1+ _ 27 42 405 .,
2|a| h'(t)=25-1°=27t+ %2 1(10)=0 3
In Verbindung mit der Abbildung ergibt sich, dass h fir 0 <t <30 bei 10 sein Maxi-
mum annimmit.
h(10) =900
b| 900 +900—-h(15)~1040, d. h. der Roboter legt etwa 1040 Meter zurlick. 3
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c|Die t-Koordinate des Wendepunkts gibt den Zeitpunkt an, zu dem der Roboter 2
wahrend des Aufsteigens die gro3te Geschwindigkeit hat.
dih(t)=29,7 & t* 40t + 256 =0 liefert t, =20 400256 =8 und t, =32. 5

In Verbindung mit der Abbildung ergibt sich, dass der gesuchte Zeitraum vom Be-
obachtungsbeginn bis 8 Minuten nach Beobachtungsbeginn dauert.

35
Bildungsplan BW— & KMK-=Standardbezug
Standardstufe 8: 2b) 3.2.4 (3)
c)3.2.4 (3)
d) 3.2.1 (22), 3.2.1 (28)
Standardstufe 10: 2a) 3.3.1 (12), 3.3.4 (24)
c)3.3.1(12)
c) 3.3.1(12)
Nicht Standardstufe 10: 1
Teilauf- BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
gabe K1 K2 K3 K4 K5 K6 | I 1l
la 5 | [ I X
b 2 [ [ I X
c 2 | [ X
d 5 I Il I X
e 4 I Il I X
f 4 1l I I I X
2a 3 | I I I X
3 Il I I X
c 2 I I I X
d 5 I 1} I Il I X
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2022 -CAS1

BE

Gegeben ist die in IR definierte Funktion f mit f(x)= _671,0)(4 + 4—10x3 —8—%x2 +2x+3,

a Zeigen Sie, dass der Graph von f durch den Punkt P(12|0) verlauft. Geben Sie eine | 3
Gleichung der Tangente an den Graphen von f im Punkt Q(2 | f(Z)) an und beschrei-
ben Sie deren besondere Lage im Koordinatensystem.

b Die erste Ableitungsfunktion f’ von f kann durch eine Gleichung der Form 3

' 2 . -
f (X) = a-(x - b) : (X - C) dargestellt werden. Ermitteln Sie die passenden Werte von
a, bund c.

c Beurteilen Sie jede der beiden folgenden Aussagen mithilfe des Graphen von f’: 4

| Die Funktion f ist monoton.

Il Die Tangenten an den Graphen von f in den Punkten (O | f(O)) und (6 |f(6))
sind parallel.

d Der Graph der in IR definierten Funktion h mit h(x) =f'(x+4)—f'(4), wobei 4

f'(4) = % gilt, ist symmetrisch beziglich des Koordinatenursprungs. Geben Sie die

Symmetrie des Graphen von f’ an und begrinden Sie Ihre Angabe ausgehend vom
Graphen von h.

Die Abbildung zeigt einen Langsschnitt eines Carports fur ein Wohnmobil; dabei ist der
hintere Bereich des Carports fett dargestellt. Das Dach des Carports ist in Querrichtung
nicht geneigt. Im Folgenden sollen die Materialstarken der Bauteile des Carports ver-
nachlassigt werden.

Die Profillinie des Langsschnitts des Dachs kann zwischen den Punkten A(xA | 2,5)
und B(O |f(0)) modellhaft mithilfe der Gerade g mit der Gleichung Y = X+3 be-

schrieben werden, zwischen den Punkten B und C<9 |f(9)) mithilfe der Funktion f.

Eine Langeneinheit im Koordinatensystem entspricht einem Meter in der Wirklichkeit.
Die x-Achse stellt den horizontalen Untergrund dar.

e Zeigen Sie, dass der Carport 11,50 m lang ist, und bestimmen Sie die Hohe des Car-| 6
ports an seiner hochsten Stelle. Untersuchen Sie, ob ein Wohnmobil mit einer Lange
von 7,05 m und einer Hohe von 3,10 m vollstandig im Carport untergestellt werden
kann.
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f Bestimmen Sie fur den gesamten Teil des Dachs, von dem Wasser tUber den hinte- 3
ren Bereich des Carports hinweg ablauft, die durchschnittliche Neigung in Langsrich-
tung in Prozent.

g Abgesehen von einem 20 cm hohen Streifen unmittelbar tber dem Untergrund ist 5
der Carport auf einer Seite Uber seine gesamte Lange vollstandig verkleidet. Die
Verkleidung ist eben und vertikal angebracht. Berechnen Sie den Inhalt der verklei-
deten Flache.

Ausgehend vom selben Punkt des Untergrunds verlaufen entlang der seitlichen Ver-
kleidung des Carports zwei geradlinige Stutzen jeweils bis zum Dach. Die Stiitzen
schlie3en einen Winkel mit einer Grol3e von 60° ein. Die Endpunkte der ersten Stiutze
werden im Modell durch D(6]0) und E(8|f(8)) dargestellt.

h Zeichnen Sie die beiden Stitzen in die Abbildung ein. 2

i Berechnen Sie die x-Koordinate des Punkts, der den Endpunkt der zweiten Stiitze 5
am Dach darstellt.

35
Erwartungshorizont
BE
a|f(12)=0 3
Gleichung der Tangente: Y = %
Die Tangente verlauft parallel zur x-Achse.
bl f(y)o__1 2 -_1 3
f'(x)=—155(x-8)-(x-2)",d.h. a=—355, b=8 und c =2.

c|l: Die Aussage ist falsch, da der Graph von f’ Punkte auf beiden Seiten der x-Achse | 4
hat.

II: Die Aussage ist richtig, da die Punkte des Graphen von £’ mit den x-Koordinaten
0 und 6 die gleiche y-Koordinate haben.

d|Der Graph von h kann aus dem Graphen von f’ erzeugt werden durch eine Ver- 4
schiebung um 4 in negative x-Richtung und um f’(4) in negative y-Richtung. Damit
ist auch der Graph von f’ punktsymmetrisch, und zwar beziglich des Punkts

(417(4).

€125= %XA +3 & Xp =-2,5, d. h. die Lange betragt 250m+9,00m=1150m. 6
Fur 0 <x <9 hat fdas Maximum 3,8. Die gesuchte Hdhe ist also 3,80 m.

Fir o<x <9 liefert f(x) =3,10 die Losung x ~0,80. In Verbindung mit der Abbil-
dung ergibt sich, dass der Carport auf einer Lange von etwa 8,20 m ausreichend
hoch ist. Das Wohnmobil kann also vollstandig untergestellt werden.

f |FUr o< x <9 nimmt f sein Maximum bei x =8 an. 3

38-25 _ 190
25+8 12%
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g 2 5
1.(25+f(0))-25+ [f(x)dx-115-0,2~35
0
Der Flacheninhalt betragt etwa 35m?.
h 2
|| GroRe des Neigungswinkels der ersten Stitze: tana = @, d.h. a=62° 5
Damit gilt fur die GroRe des Neigungswinkels der zweiten Stiitze f~58°.
. . f(x)
Fir o<x <9 liefert tanB:GTX: X~4
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Bildungsplan BW— & KMK-Standardbezug
Standardstufe 8: a)3.2.1(7)
e) 3.2.1 (20)
h) 3.2.4 (1)
Standardstufe 10: a) 3.3.4 (17), 3.3.4 (18)
d) 3.3.4 (6)
Nicht Standardstufe 10: b) (CAS), c) (CAS), e) (CAS), f) (CAS), g), i) (CAS)
Teilauf- BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
gabe K1 K2 K3 K4 K5 K6 | I n
a 3 I I X
b 3 I X
c 4 | [ I X
d 4 11} I I X
e 6 I I I [ I X
f 3 I I [ I I X
g 5 I | I X
h 2 I I X
i 5 1]} I Il X
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BE

1 Ein Unternehmen verkauft Fitnessarmbénder. Die momentane Anderungsrate des
Absatzes kann modellhaft mithilfe der in IR definierten Funktion f : X —> 4000x - e 9%
beschrieben werden. Dabei ist x die seit der Produkteinfihrung vergangene Zeit in
Monaten und f(x) die momentane Anderungsrate des Absatzes in Stiick pro Monat.

a Berechnen Sie den Zeitpunkt, zu dem die momentane Anderungsrate des Absatzes| 4
den groéRten Wert erreicht, und geben Sie diesen Wert an.

b Zeichnen Sie den Graphen von f fir 0 <x <18 und kennzeichnen Sie diejenigen 3
Punkte des Graphen, die zu einer momentanen Anderungsrate des Absatzes in
Hohe von 1000 Stiick pro Monat gehdoren.

¢ Im Zeitraum, der mit der Produkteinfihrung beginnt und 18 Monate spater endet, 6
gibt es einen Zeitpunkt, zu dem die momentane Anderungsrate des Absatzes am
starksten zunimmt, und einen Zeitpunkt, zu dem sie am starksten abnimmt. Zur Be-
stimmung dieser beiden Zeitpunkte wurden folgende Berechnungen durchgefuhrt:

f"(x)=0<x=5

f(5) >0
Erlautern Sie diese Berechnungen. Geben Sie die beiden gesuchten Zeitpunkte an
und begrtinden Sie lhre Angabe ohne weitere Rechnung.

Gleichzeitig mit der Einflhrung des Fitnessarmbands brachte das Unternehmen eine
Smartwatch auf den Markt. Die momentane Anderungsrate des Absatzes der Smart-
watch in Stiick pro Monat lasst sich im Modell mithilfe der in IR definierten Funktion
g: X > 1600 -x? -e %** beschreiben.

d Vergleichen Sie die momentanen Anderungsraten des Absatzes fiir das Fitness- 2
armband und die Smartwatch finf Monate nach Produkteinfihrung.

e Berechnen Sie die Anzahl der im ersten Jahr nach Produkteinflihrung insgesamt 3
verkauften Smartwatches.

f Untersuchen Sie im Modell, ob es einen Zeitpunkt nach Produkteinfiihrung gibt, bis | 3
zu dem ebenso viele Fitnessarmbander wie Smartwatches verkauft wurden. Geben
Sie gegebenenfalls diesen Zeitpunkt an.

2 Im Folgenden wird zuné&chst die in IR definierte Funktion h: x - x- e 5" betrachtet.
Die Abbildung zeigt den Graphen von h.

”»N

y

of 4 8 12 16 20 24 28

Die Tangente an den Graphen von h in dessen Wendepunkt W(lO | h(lO)) wird mit t
bezeichnet.
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a Zeigen Sie, dass t die x-Achse im Punkt (20 | O) schneidet und zeichnen Sie tindie| 3
Abbildung ein.

b Markieren Sie in der Abbildung das Flachenstlck, das der Graph von h, die Tan- 3
gente t und die x-Achse im Bereich 0<x <20 einschliel3en. Berechnen Sie den In-
halt dieses Flachenstlcks.

_1p.

Die Funktion h ist eine der in IR definierten Funktionen h, : X X-e 102X i belR".

¢ Geben Sie denjenigen Wert von b an, der zur Funktion h gehért. Zeigen Sie rech- 4
nerisch, dass es genau einen Punkt gibt, durch den alle Graphen von h, verlaufen,
und bestimmen Sie dessen Koordinaten.

d Fir jeden Wert von b ist E,, (% %e’l) der Extrempunkt und W, (% %e’z) der | 4
Wendepunkt des Graphen von h, . Der Koordinatenursprung wird mit O bezeichnet.
Beurteilen Sie die folgende Aussage:

Alle Dreiecke OW,E, mit b eIR™ sind ahnlich.
35
Erwartungshorizont
BE
lla f’(x):0<:>x=2,5, f"(2,5)<0, f(2,5)z3700 4
Damit erreicht die momentane Anderungsrate des Absatzes zweieinhalb Monate
nach Produkteinfiihrung mit etwa 3700 Stiick pro Monat den gré3ten Wert.
b ¥ 3
4000 =1
sobo N
2000 <
1 K,
0 4 | 8 | 12 i

c|Die Zunahme bzw. Abnahme der momentanen Anderungsrate des Absatzes wer- | 6
den durch f’ beschrieben. Die méglichen Extremstellen von f’ sind die Nullstel-
lenvon f”. Da f"(x)=0< x=5 und f”(5) >0, hat f' bei x=5 ein Minimum als
einziges Extremum. Der Graph von f zeigt, dass f'(0)>0 und f'(18) <0 gilt. Fur

0<x<18 nimmt f’ damit sein Maximum bei x =0 an. Die momentane Ande-
rungsrate des Absatzes nimmt also zum Zeitpunkt der Produkteinfiihrung am
starksten zu und fiinf Monate danach am starksten ab.

d| f(5)~2707, g(5)~5413 2
Funf Monate nach Produkteinfiihrung ist die momentane Anderungsrate des Ab-
satzes fur die Smartwatch groR3er als die fur das Armband.

el 12 3

j g(x)dx ~ 42900
0
f | Betrachtet man die Graphen derjenigen Stammfunktionen von f und g, die bei 3

x =0 den Wert 0 haben, so ergibt sich, dass bis etwa 4,5 Monate nach Pro-
dukteinfihrung ebenso viele Armbander wie Smartwatches verkauft wurden.
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2|a|Gleichung von t: y:—e%-x+§—9 N[ 3
-1 x+2-0&x=20 1~
TS X
of 4 8 12 16 20~-24 28
b ‘Ay 10 3
N [h(x)dx+4-10-h(10)=25-2
0
P x
0 4 8 12 16 20~<24 28
c R _ 4
Zu h gehort der Wert b=2,
Fur b= 2 gilt h(x)=h (x) = x=0
y=h(0)=0
Vomor 2 ewer S Jogepf ® ’
P7b {20e2) PP b {2062 _10et b7 b 10e1
Die Verhaltnisse der Seitenlangen sind unabhangig von b, stimmen also fur alle
Dreiecke uberein. Folglich ist die Aussage richtig.
35
Bildungsplan BW— & KMK—Standardbezug
Standardstufe 8:
Standardstufe 10:
Nicht Standardstufe 10: 1,2
Teilauf- BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
gabe K1 K2 K3 K4 K5 K6 | I I
la 4 | [ [ | X
b 3 [ | X
c 6 I I I I X
d 2 | | | X
e 3 I | X
f 3 1 I I X
2a 3 | [ X
3 I | I X
c 4 Il I | |
d 4 I 1 [ I X
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BE

1 Die Abbildung 1 zeigt die Graphen der in IR “y /

definierten Funktionen r:x i —(x? - x -1 II!

und s: x> e*. Die beiden Graphen haben J

genau einen gemeinsamen Punkt; dieser

Punkt liegt auf der y-Achse. _ ,»/ X

/ \ Abb. 1
a Berechnen Sie die Nullstellen und die Extremstelle von r. 3

b Beschreiben Sie, wie man den Abstand zwischen dem Graphen von r und der Ge- | 2
rade mit der Gleichung Y =4 berechnen konnte.

¢ Berechnen Sie die Grol3e des Winkels, in dem der Graph von s die Gerade mitder | 4
Gleichung y =4 schneidet.

d Zeigen Sie, dass die Graphen von r und s in ihrem gemeinsamen Punkt eine ge- 4
meinsame Tangente haben, und geben Sie eine Gleichung dieser Tangente an.

e Berechnen Sie den Inhalt des Flachenstlicks, das die Graphen von rund s und die | 4
Gerade mit der Gleichung x=2 begrenzen.

2 Ein Bewasserungskanal wird durch Offnen einer Schleuse in Betrieb genommen.

Die in IR definierte Funktion w be- T
schreibt flr x>0 die zeitliche Entwick-
lung der momentanen Durchflussrate

des Wassers an einer Messstelle. Da- /
bei ist x die seit Beobachtungsbeginn < /
vergangene Zeit in Sekunden und /
w (x) die momentane Durchflussrate /

in Kubikmetern pro Sekunde. Xy
1 D 4 5 6 7 8 b 10

Y

<o P

N

Die Abbildung 2 zeigt den Graphen
von w. Abb. 2

a Ermitteln Sie mithilfe der Abbildung 2 das Volumen des Wassers, das vom Zeit- 3
punkt vier Sekunden nach Beobachtungsbeginn bis zum Zeitpunkt sechs Sekun-
den nach Beobachtungsbeginn an der Messstelle vorbeiflief3t.

b Bestimmen Sie fur die ersten elf Sekunden nach Beobachtungsbeginn mithilfe der | 3
Abbildung 2 die momentane Durchflussrate flr denjenigen Zeitpunkt, zu dem sie
am starksten abnimmt.

¢ Die Tangente an den Graphen von w im Punkt <1| W(l)) wird durch die Gleichung | 3
y= t(x) dargestellt. Interpretieren Sie die folgende Aussage im Sachzusammen-
hang:

t(x)-w(x)

Fur alle Werte von X €[0,7;1,4] gilt‘ e <0,05 .
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3 Fur jeden Wert von a IR ist eine in IR definierte Funktion
Wy X 4~(x2 —X —1) -e”* +a gegeben. Unabhangig von a sind 0 und 3 die einzi-

gen Extremstellen von w, . Die Funktion W, ist die in der Aufgabe 2 betrachtete
Funktion w, die obige Abbildung zeigt also den Graphen von Wy, .
a Beschreiben Sie den Einfluss des Parameters a auf den Graphen von w,. 1

b Bestimmen Sie denjenigen Wert von a, fur den der Mittelpunkt der Strecke zwi- 4
schen den beiden Extrempunkten des Graphen von w, auf der x-Achse liegt.

c Berechnen Sie den Wert des Terms w, (3). Geben Sie alle Werte von a an, fir 4
die w, genau eine Nullstelle hat.

35
Erwartungshorizont
BE
lia r(X)=0C>X2 -X-1=0 liefert x; =2 - J2+1 und x, =2+ ,3+1. 3
Extremstelle: % (X1 + Xg) = %
b|Bestimmt man die y-Koordinate des Hochpunkts des Graphen von r und subtra- 2
hiert diese von 4, so erhélt man den beschriebenen Abstand.
c |Fur die x-Koordinate des Schnittpunkts gilt s(x) =4 und damit s'(x)=4. 4
tan@ =4 liefert ¢ ~76° .
d r'(x)=—2x+1, r'(0)=1=s'(0) 4
Gleichung der Tangente: y=X+1
el 2 2 4
lax 1.3 1.2 P
g(s(x)—r(x))dx_[e +1x% -1x —x}o =e’-1
2| a|lHelv Im betrachteten Zeitraum flieRen etwa 9m® Was- | 3
T T/ T ser an der Messstelle vorbei.
LI/ T [ P47
[ 27
1/ 4,
/// X
h - 7 5 o
b|Die y-Koordinate des Wendepunkts, dessen x-Koordinate groRer als 3 ist, ist etwa | 3
4,7. Damit betragt die momentane Durchflussrate zum betrachteten Zeitpunkt
etwa 4,7%3.
c|Fir den angegebenen Zeitraum beschreibt die Tangente die zeitliche Entwicklung | 3
der momentanen Durchflussrate mit einer relativen Abweichung von weniger
als 5 %.
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3|a|Eine Veradnderung des Werts von a bewirkt eine Verschiebung des Graphen von 1
W, in y-Richtung.

b| 1-(w,(0)+w,(3))=1-(2a-4+20e7°) 4

2a-4+20e 2 =0<a=2-10e°

c|w,(3)=4+20e2 4

w, hat far a<-20e und fir a =4 genau eine Nullstelle.

35
Bildungsplan BW— & KMK—Standardbezug
Standardstufe 8: la)3.2.1(22)
b) 3.2.4 (1)
2b)3.2.4 (3)
c)3.24 (1), 3.2.4 (2)
Standardstufe 10: 1a)3.3.4(24)
2b) 3.3.4 (25)
c) 3.3.4 (19)
Nicht Standardstufe 10: 1c),d),e)
2a)
3
Teilauf- BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
gabe K1 | K2 K3 Ks | K5 | K6 | I 1
la 3 [ X
b 2 [ [ X
c 4 I [ [ X
d 4 [ [ X
e 4 [ I X
2a 3 I I
b 3 I I I [ X
c 3 1] I I X
3a 1 | | [ X
4 I 11} I [ X
c 4 I I I [ [ X
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BE

1 Gegeben ist die in IR definierte Funktion f mit f(X) =%X3 —%X. Ihr Graph G; hat

den Wendepunkt (00).

a Begrunden Sie, dass G; symmetrisch beziiglich seines Wendepunkts ist. Bestim- | 5
men Sie die Koordinaten der Schnittpunkte von G; mit den Koordinatenachsen.

b G; hat zwei Extrempunkte. Zeigen Sie, dass einer der beiden ein Tiefpunkt mit 4
der x-Koordinate \/E ist.
¢ Bestimmen Sie eine Gleichung der Tangente tan G; im Punkt P(G | f(G)). 3

(zur Kontrolle: t:y =8x-16)

d Die Tangente t hat mit G, neben P nur den Punkt Q(—12|f(—12)) gemeinsam. | 5
Berechnen Sie den Inhalt der Flache, die G; und t einschlie3en.

G; soll in drei Schritten verandert werden. Die drei Schritte sind:
Spiegeln an der x-Achse

Verschieben um 6 in positive x-Richtung

Verschieben um 14 in positive y-Richtung

e Geben Sie an, wie viele verschiedene neue Graphen entstehen, wenn die drei 4

Schritte in allen mdglichen Reihenfolgen ausgefuhrt werden. Begrinden Sie lhre
Angabe.

Wird G; den drei Schritten in der angegebenen Reihenfolge unterzogen, so entsteht
der Graph der in der Aufgabe 2 betrachteten Funktion g.

2 Die Abbildung zeigt den Graphen der in IR de- ! Ay

finierten Funktion g mit 4 ra

g(x)=-55x-(x-6)-(x-12)+14. L

In einem Modell, das aus langjahrigen Mes- 2 7
sungen gewonnen wurde, beschreibt g fur
0<x <12 den Verlauf der Tagesdurch-
schnittstemperatur an einem bestimmten Ort.
Dabei ist x die seit einem bestimmten Tag des
Kalenderjahres vergangene Zeit in Monaten
und g(x) die Temperatur in °C.

N

K
0 p 1 B 0 2

S
Ed

a Geben Sie die Wendestelle von g an. Beschreiben Sie die Bedeutung dieser Wen- | 2
destelle hinsichtlich des Verlaufs der Tagesdurchschnittstemperatur.

b Die folgenden Rechnungen stellen in Verbindung mit der Abbildung die Lésung ei- | 4
ner Aufgabe im Sachzusammenhang dar:
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g,(x)=o©X=6—JEVX=6+\/E
9(6+12)-g(6-+12)~6,2

Geben Sie eine passende Aufgabenstellung an und erlautern Sie den dargestell-
ten Losungsweg.

Zur Beschreibung des Verlaufs der Tagesdurchschnittstemperatur kénnte im Modell
anstelle von g auch die Funktion h mit h(x)=-3- Sin(%x) +14 und 0<x <12 ver-

wendet werden.

¢ Geben Sie die Tagesdurchschnittstemperaturen an, die im Modell unter Verwen- 4
dung der Funktion h angenommen werden. Geben Sie fir jede dieser Temperatu-
ren an, wie oft sie angenommen wird.

d Beurteilen Sie die folgende Aussage: 4
Im Modell ist unter Verwendung von h der Zeitraum steigender Tagesdurch-
schnittstemperatur etwa einen Monat kirzer als unter Verwendung von g.

35
Erwartungshorizont
BE
1|a|Der Funktionsterm von f ist ganzrational und enth&lt Potenzen von x ausschliel3- 5
lich mit ungeradzahligen Exponenten.
Mit f(x) :2—17x-(x2 —36) ergeben sich die Schnittpunkte (0]0), (-6]0) und
(610).
blf(v)=1x2_4 f"(x)\=2 4
f'(x)=2x* -4, f"(x)=§x
Damit gilt f’(\/ﬁ) =5-12-%=0und f”(\/lz) >0.

¢/ wegen f'(6)=3 hat die Gleichung die Form Y =3x+¢ . Mit f(6)=0 ergibtsich | 3

8.6+c=0e0c=-16.

d T (f(x)-8x+16)dx = ? (& - ax+16)dx =] Lsx* - 2x? +16x]6 =324 >

3 27 108 _12
~12 -12
e|Das Ergebnis der Veranderungen ist unabhangig von der Position der Verschie- 4

bung in x-Richtung. Wesentlich ist nur die Reihenfolge der beiden anderen
Schritte. Abhangig davon geht beispielsweise der Wendepunkt (0]0) durch die
drei Schritte entweder in (6]14) oder in (6|-14) tber. Folglich entstehen zwei
verschiedene neue Graphen.

2|a|Wendestelle: 6 2

Die Wendestelle gibt den Zeitpunkt an, zu dem die Tagesdurchschnittstemperatur
am starksten zunimmt.
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b| Aufgabenstellung: Ermitteln Sie die Differenz zwischen der héchsten und der nied-
rigsten Tagesdurchschnittstemperatur.

Erlauterung: In der ersten Zeile werden die Extremstellen von g bestimmt, in der
zweiten die Differenz der zugehdrigen Funktionswerte.

c|Angenommen werden alle Temperaturen von 11 °C bis 17 °C. Die Temperaturen
11°C und 17 °C werden jeweils einmal angenommen, alle anderen Temperaturen
jeweils zweimal.

d|Da der Graph von h gegeniiber dem Graphen der in IR definierten Funktion

X > sinx an der x-Achse gespiegelt sowie in x-Richtung mit dem Faktor % ge-

streckt, in dieser Richtung aber nicht verschoben ist, nimmt h fir 0 <x <12 das
Minimum bei x =3 und das Maximum bei x =9 an. Es gilt 2\/3—6 ~0,93, d. h.
die Aussage ist richtig.

Bildungsplan BW— & KMK—-Standardbezug

Standardstufe 8:

Standardstufe 10:

1a)3.2.1(7),3.2.1(9), 3.2.1 (23)
b) 3.2.1 (7)

2a)3.2.4 (3)

b) 3.2.4 (2)

d) 3.2.4 (1)

1a)3.3.4 (7), 3.3.4 (12)
b) 3.3.4 (24)

c) 3.3.4 (18)

e) 3.3.4 (6)

2 b) 3.3.4 (24)

¢) 3.3.4 (10), 3.3.4 (11)

35

d) 3.3.4 (10)
Nicht Standardstufe 10: 1d)
Teil- BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
auf-
gabe K1 K2 K3 K4 K5 K6 | Il I
la 5 | | | X
b 4 | |
c 3 | X
d 5 1l 1l X
e 4 I I Il Il X
2a 2 Il | X
4 I | I |
c 4 I Il | I | X
d 4 I 11 Il Il | 1l X
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BE

1 Gegeben sind die in IR definierten Funktionen p: x> —x?> —x+1 und q:x — e X.
Die Graphen von p und g haben genau einen gemeinsamen Punkt; dieser Punkt
liegt auf der y-Achse. Fir die erste Ableitungsfunktion von q gilt g'(x) =-q(x).

a Beschreiben Sie, wie der Graph von (' aus dem Graphen von q erzeugt werden 2
kann. Geben Sie die Wertemenge von ¢’ an.

b Berechnen Sie die Gro3e des Winkels, in dem der Graph von q die Gerade mitder| 3
Gleichung y=4 schneidet.

c Zeigen Sie, dass die Graphen von p und g in ihrem gemeinsamen Punkt eine ge- | 3
meinsame Tangente haben, und geben Sie eine Gleichung dieser Tangente an.

b
d Geben Sie die geometrische Bedeutung der Gleichung J'(q(x) _p(x))dx =4 an 3
0

und bestimmen Sie den Wert von b.

2 Fir jeden Wert von acIR ist eine in IR definierte Funktion h, : x (x2 - X —a)-e’X

gegeben.
a Berechnen Sie den Abstand der beiden Extrempunkte des Graphen von h; . 4
b 5

Fir jeden Wert von a mit @ > —% hat der Graph von h, zwei Extrempunkte. Bestim-

men Sie die x-Koordinaten dieser beiden Extrempunkte in Abhangigkeit von a. Be-

griinden Sie, dass es zu jeder Stelle X >% einen Wert von a gibt, fur den der Graph

von h, im Punkt (X|ha(X)) einen Hochpunkt hat.

3 Ein Bewasserungskanal wird durch Offnen einer Schleuse in Betrieb genommen.

Die in IR definierte Funktion T
WiX 4-(x?—x-1)-e* +4 be-
schreibt fir x >0 die zeitliche Ent-
wicklung der momentanen Durchfluss-

rate des Wassers an einer Messstelle. G /
Dabei ist x die seit Beobachtungsbe- A
ginn vergangene Zeit in Sekunden /
und w(x) die momentane Durchfluss- Y X
rate in Kubikmetern pro Sekunde. 1! b 6

y

¢ @

w

Die Abbildung zeigt den Graphen von w.

a Geben Sie den Wert des Terms lim w(x) sowie die Bedeutung dieses Werts im | 2
X—>+0

Sachzusammenhang an.

b Bestimmen Sie die momentane Durchflussrate flr denjenigen Zeitpunkt, zu dem 3
sie am starksten abnimmt.
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c Betrachtet wird der Zeitraum der ersten zehn Sekunden nach Beobachtungsbe- 3
ginn. Beschreiben Sie unter Verwendung geeigneter Flachen die graphische Be-
deutung der folgenden Aussage:

Fur den betrachteten Zeitraum betragt die mittlere Durchflussrate etwa 4%3.

d Die Tangente an den Graphen von w im Punkt <1| W(l)) wird durch die Gleichung | 3
y= t(x) dargestellt. Interpretieren Sie die folgende Aussage im Sachzusammen-
hang:

Fur alle Werte von X €[0,7;1,4] gilt % <0,05 -

e An der Messstelle flie3en in einem Zeitraum von drei Sekunden dreizehn Kubik- 4

meter Wasser vorbei. Berechnen Sie die dafir infrage kommenden Zeitraume.
35
Erwartungshorizont
BE
1|a|Der Graph von ' kann aus dem Graphen von q durch eine Spiegelung an der 2
x-Achse erzeugt werden.
Wertemenge: ]—oo;0[

bl q(x)=4<q(x)=—4 3
tan@=—4 liefert ¢ *—76°, d. h. die GroRe des Schnittwinkels betragt etwa 76°.

¢/ p'(0)=d'(0) 3
Gleichung der Tangente: Yy =-X+1

d|Die Flache, die die Graphen von p und g und die Gerade mit der Gleichung x=b | 3
einschliefRen, hat den Inhalt 4.
b=21

218 by (x)=0 < x=0vx=3, hy(0)=—1, hy(3)=5¢" 4
-3 2
gesuchter Abstand: /9 + (5e +1)

bl hy (x)=0 liefert X, =3-3-V4a+5 und X, =3 +3-\4a+5. 5
Durchlauft a alle Werte des Intervalls ]—%H 00[, so nimmt X, alle Werte des Inter-
valls B;Jr 00[ an, wobei jeweils hy (x,)<0 gilt.

3
312l jim w(x) =4, d. h. die momentane Durchflussrate néhert sich mit der Zeit 4~ 2
X—>+00
b|In Verbindung mit der Abbildung ergibt sich: Die y-Koordinate des Wendepunkts, 3

dessen x-Koordinate grofRer als 3 ist, ist etwa 4,7. Darsnit betragt die momentane
Durchflussrate zum betrachteten Zeitpunkt etwa 4,77
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c| Das Flachenstiick, das der Graph von w mit der x-Achse und der Gerade mit der 3
Gleichung x =10 einschlief3t, hat etwa den gleichen Inhalt wie das Flachenstiick,
das die Gerade mit der Gleichung Y=4 mit der x-Achse und den Geraden mit den
Gleichungen x=0 und x =10 begrenzt.

d| Fir den angegebenen Zeitraum beschreibt die Tangente die zeitliche Entwicklung | 3
der momentanen Durchflussrate mit einer relativen Abweichung von weniger
als 5%.
e| x+3 ) 4
[ w(t)dt=13 liefert X; ~0,8 und x; ~4,4
X
Damit kommen die beiden Zeitraume mit einer Dauer von drei Sekunden infrage,
die etwa 0,8 s bzw. etwa 4,4S nach Beobachtungsbeginn beginnen.
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Bildungsplan BW—- & KMK-Standardbezug
Standardstufe 8: 3b)3.2.4(3)
3d)3.24(1),3.24 (2
Standardstufe 10: 3d)3.3.4(19)
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2
3a),c)e)
Teilauf- BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
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c 3 I I X
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3 I I I I I X
c 3 1 I I
d 3 I I I X
e 4 I I X
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BE

1 Die Abbildung 1 zeigt einen Teil des Langs- "y
schnitts einer Wasserrutschbahn, die aus ei- Startbogen
nem Startbogen, einem Mittelabschnitt und ei-
nem Auslaufbogen zusammengesetzt ist. Eine A(4]18)

Langeneinheit im Koordinatensystem ent- Mittelabschnitt
spricht einem Meter in der Wirklichkeit. Die
x-Achse beschreibt die Horizontale.

Die Rutschbahn weist in ihrem Langsschnitt B(12|6)
weder eine Sprungstelle noch einen Knick auf.
Der Auslaufbogen geht in seinem Endpunkt, C(20/0)
der im Modell durch den Punkt C dargestellt 0 i X
wird, ohne Knick in die Horizontale uber. Abb. 1

a Bestimmen Sie rechnerisch eine Gleichung der Gerade, mithilfe derer der Mittel- 3
abschnitt beschrieben werden kann, sowie die Gré3e des Neigungswinkels dieses
Abschnitts der Rutschbahn gegeniiber der Horizontalen.

b Eine Person benttigt 1,4 Sekunden, um den Mittelabschnitt zu durchrutschen. Be- | 2
stimmen Sie die Durchschnittsgeschwindigkeit der Person in diesem Abschnitt der
Rutschbahn.

¢ Der Auslaufbogen lasst sich mithilfe einer quadratischen Funktion f beschreiben. 3
Bestimmen Sie eine Gleichung von f.
(zur Kontrolle: f(x) =3%X2 —%X +%)

d Stellen Sie den Auslaufbogen in der Abbildung 1 graphisch dar. 2

e Der Startbogen kann im Modell mithilfe eines Kreises beschrieben werden. Er wird | 5
durch mehrere Streben gleicher Lange gestitzt; diese gehen alle vom selben
Punkt aus, der im Modell auf der y-Achse liegt. Eine der Streben st6i3t direkt am
Ubergang zwischen Startbogen und Mittelabschnitt senkrecht auf die Rutschbahn.
Ermitteln Sie rechnerisch die Lange des Startbogens.

Die Rutschbahn soll verandert werden, unter anderem die Neigung des geradlinigen
Mittelabschnitts. In der Planung dieser Verdnderung wird der Punkt A beibehalten,
der Punkt B soll um einen Wert d mit d € |0;8] in negative x-Richtung verschoben
werden; die y-Koordinate von B wird beibehalten.

f Zeigen Sie, dass die Neigung des neuen Mittelabschnitts gegeniiber der Horizon- | 3

talen durch den Term —% beschrieben wird. Bestimmen Sie denjenigen Wert

von d, fur den die Neigung halb so grof} ist, wie wenn B doppelt so weit in negative
x-Richtung verschoben wird.

g Fur d =2 werden zur Gestaltung des Auslaufbogens die beiden folgenden Mdg- 6
lichkeiten | und Il betrachtet:

| Der Graph, der den bisherigen Auslaufbogen darstellt, wird um 2 in negative
x-Richtung verschoben und ansonsten nicht verandert.




2 Die Abbildung 2 zeigt den vollstandigen Langs-

Il Der Auslaufbogen wird durch zwei quadratische Funktionen p und g beschrie-
ben:

p(x)=2-(x-10)* ~2-(x-10)+6 fur 10<x <14
q(x):%-(X—w)z fir 14<x<18

Untersuchen Sie jede der beiden Mdglichkeiten im Hinblick darauf, ob die Rutsch-
bahn zwischen dem Beginn des Mittelabschnitts und dem Ende des Auslaufbo-
gens eine Sprungstelle oder einen Knick aufweist.

schnitt einer zweiten Wasserrutschbahn. Ihr Verlauf

kann mithilfe der in IR definierten Funktion h mit
h(x)=2-cos(x)—-2-x+12 beschrieben werden.

Eine Langeneinheit im Koordinatensystem ent-
spricht einem Meter in der Wirklichkeit. Die x-Achse
beschreibt die Wasseroberflache. Die Rutschbahn X

endet 50 Zentimeter oberhalb der Wasserober- 0 ’
flache. Abb. 2

a Zeigen Sie, dass der Startpunkt der Rutschbahn 12,6 Meter oberhalb der Wasser-
oberflache liegt, und ermitteln Sie die horizontale Ausdehnung der Rutschbahn.

b Die Rutschbahn weist in mehreren Punkten ihre grof3te Neigung gegentber der
Horizontalen auf. Berechnen Sie diese Neigung in Prozent.

c Der Graph von h enthélt Punkte, in denen die Tangente an den Graphen parallel
zur x-Achse verlauft. Weisen Sie nach, dass diese Punkte alle den gleichen Ab-
stand haben.

Erwartungshorizont
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BE

Die Gleichung hat die Form y =mx +c . Es gilt M= % = —% . A lliegt genau dann

auf der Gerade, wenn 18 =—%'4+C, d. h. c=24, gilt.

tan@=-23 liefert @ ~—56°.

f(x)=ax2+bx+c/\f(12):6/\f(20)=O/\f’(20):0 liefert a:3—32, b:—% und
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d Startbogen 2
A(4]18)

Mittelabschnitt

B(126)

C(20/0)

0 X
e|Die Lotgerade zu AB durch A schliel3t mit der y-Achse einen Winkel der gleichen 5
GrofRRe ein wie AB mit der x-Achse.
Gleichung der Lotgerade: Y = 2x+48
g g : 3 3
2
Radius des Kreises: I = /4 + (18 —%)
3‘:3"(‘)0 -2m-r~ 4,7, d. h. der Startbogen ist etwa 4,7 m lang.
f| 618 _ 12 3
12-d-4 8-
12 _ 1, 12 -8
sd= "2 82d & U=3
g|!l Die Verschiebung von B bewirkt, dass der Mittelabschnitt steiler wird. Damiter- | 6
folgt der Ubergang vom Mittelabschnitt zum Auslaufbogen nicht mehr ohne
Knick.
Il Die y-Koordinate von B ist 6, die Steigung der Gerade, mithilfe derer der Mittel-
abschnitt beschrieben wird, —2. Es gilt p(10)=6, p'(10)=-2, p(14)=q(14)
und p’(14)=q'(14). Damit weist die Rutschbahn im beschriebenen Bereich we-
der eine Sprungstelle noch einen Knick auf.
2| a|Unter Verwendung der Abbildung 2 und des angegebenen Mal3stabs ergibt sich die | 3
Hohe des Startpunkts aus h(0)=12,6.
h(x) =0,5 liefert x ~19,8, die horizontale Ausdehnung betragt also etwa 19,8 m.
b h”(x) nimmt bei X = den Wert null an, wobei h"'( ) >0 gilt. Damit ergibt sich | 4
h'(F)=-120%.
Clh(x)=0 ox=3+2kT mit ke Z 4
3 9
h(3F+ 2kmr) = -8 km+12- 90
Damit stimmen fir alle Punkte sowohl die Differenzen der x-Koordinaten als auch
die Differenzen der y-Koordinaten und damit die Abstande der Punkte Uberein.
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Standardstufe 8:

1a)3.2.4 (7)
c) 3.2.1 (24)
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d) 3.2.4 (1), 3.2.4 (10)
f)3.2.4 (7)

g) 3.2.1(7), 3.2.4 (1)
24a)3.2.1(7)

b)3.2.1 (1)

Standardstufe 10: 1 a) 3.3.3 (6), 3.3.4 (20)
b) 3.3.3 (4)
e).3.3.2 (3), 3.3.3 (4), 3.3.4 (18)
g) 3.3.4 (19)
2b)3.3.1(12), 3.3.1 (13)
c) 3.3. 4 (24), 3.3.4 (10)

Nicht Standardstufe 10:

Teilauf- BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
gabe K1 | k2 K3 ks | k5 | K6 | I m
la 3 I | | X
b 2 | | X
c 3 I | Il X
d 2 I X
e 5 1 Il I 1 Il X
f 3 1] Il 1l Il
6 I Il Il | Il X
2a 3 | | | X
4 I I | X
c 4 1] 1 | Il X
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BE

IR definierten Funktion f mit

1 Die Abbildung 1 zeigt den Graphen der in y )
f(x):Z-(x2 —1)-ex.

N
—

a Zeigen Sie, dass fir die erste Ablei- — 2
tungsfunktion f’ von f gilt: X

f’(x)=2-(x2+2x—l)-eX L T

b Weisen Sie nach, dass f genau zwei \ / 6
Nullstellen hat und dass diese -1 und 5
1 sind. Berechnen Sie die x-Koordi-
nate des Tiefpunkts des Graphen
von f. Abb. 1

(zur Kontrolle: x-Koordinate des Tiefpunkts: —1+ «/5)

¢ Begrinden Sie mithilfe der Abbildung 1, dass es eine Zahl b >1 gibt, fur die 3
1 b
I f(x)dx + If (x)dx =0 gilt.
-1 1

Fur jeden Wert k e IR* wird die Funktion h, mit hk(x):k-(x2 —-1)-e* und x IR be-

trachtet. Damit entspricht die Funktion h, der Funktion f, deren Graph in Abbildung 1

dargestellt ist.

d Begriinden Sie ohne Rechnung, dass der Graph von h; einen Tiefpunkt besitzt, 4
der im gleichen Quadranten wie der Tiefpunkt des Graphen von h, liegt. Skizzie-
ren Sie den Graphen von hy in der Abbildung 1.

Die Funktion H, mit H, (x):k-(x2 —2x+l)-eX und x €IR ist eine Stammfunktion
von h,.

e Fur jeden Wert von k schlieBen der Graph von h, und die x-Achse ein Flachen- 5
stlick ein. Bestimmen Sie denjenigen Wert von Kk, fur den das Flachenstlck den In-
halt 1 hat.

f Die Funktion h, besitzt zwei Stammfunktionen, deren Graphen jeweils in einem 4

Punkt die x-Achse als Tangente haben. Ermitteln Sie jeweils einen Term dieser
Stammfunktionen.
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2 Zur Bestimmung der Wasserqualitat eines Gewassers wurde Uber einen Zeitraum

von 40 Jahren der Zusammenhang zwischen der Phosphorkonzentration und der Al-

genkonzentration in dem Gewasser untersucht.

Die zeitliche Entwicklung der Phos- ™,

phorkonzentration kann modellhaft 80

durch die in IR definierte Funktion p / "\\Craph von p|

und die zeitliche Entwicklung der 601/ N

zugehorigen Algenkonzentration 40 AW :

durch die in IR definierte Funktion a B NEEEEE

beschrieben werden. Dabei ist t die 20 : L T—

seit Beobachtungsbeginn vergan- | 1] ?t>

gene Zeit in Jahren, p(t) die Phos- 0 10 20 30 40

. mg Abb. 2

phorkonzentration in ~ und a(t)

™

die Algenkonzentration in % 20 y

Fiir 0<t<40 zeigt die Abbildung 2 Graph der|ersten Ableitungsfunktion von ia

den Graphen von p, die Abbildung 3 0 10| 0] 0] 20

den Graphen der ersten Ableitungs- ?

funktion von a. Abb. 3

a Geben Sie den Zeitpunkt an, zu dem die Phosphorkonzentration 30 % betragt. 2

b Der Graph von p besitzt fur t>10 einen Wendepunkt. Beschreiben Sie die Bedeu- | 2
tung dieses Wendepunkts fiir die Entwicklung der Phosphorkonzentration im Ge-
wasser.

¢ Beurteilen Sie anhand der Abbildungen 2 und 3 die folgende Aussage: 3

Ab dem Zeitpunkt, ab dem sich die Phosphorkonzentration verringert,
verringert sich auch die Algenkonzentration.

d Zehn Jahre nach Beobachtungsbeginn betragt die Algenkonzentration 100%. 4
Bestimmen Sie die Algenkonzentration zu Beobachtungsbeginn. Veranschaulichen
Sie Ihr Vorgehen in der Abbildung 3.

35
Erwartungshorizont
BE
lla f'(x)=2-(x2 _1).e>< +2-2x-e* =2-(x2 +2x—1)-ex 2
b|Wegen e* >0 fiiralle xelR gilt f(x)=0 < x*-1=0 < x=-1vx=1. 6

Fir x>0 gilt: f'(x)=0 < x*+2x-1=0 < X=-1++2
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¢ | Die Funktionswerte von f sind fur —1< x <1 negativ und fir x >1 positiv. Damitist | 3
1
j f(x)dx <0 und ff(x)dx >0. Fur x >1 ist f streng monoton zunehmend. Also

-1
b 1

gibt es eine Zahl b, fir die [f(x)dx =~ [ f(x)dx gilt

-1

d| Der Graph von h,; geht aus dem y ! 4
Graphen von h, durch Streckung mit ) !
dem Faktor % in y-Richtung hervor. ,"
| _ ]
- I X,
-3 2
e| Die Nullstellen von h, sind -1 und 1. 5
1
fhk x)dx =k [(x2 —2x+l)-eXJ = -4k
-1 e
Da das Flachenstiick den Inhalt 1 hat, gilt 4 =1 und somit k = £
f | Die Terme aller Stammfunktionen von h, lassen sich duch H, (x)+c mit c IR 4
darstellen. H, (-1)+¢c=0 < c¢=-3, H,(1)+c=0 < c=0
2|a|Etwa 25 Jahre nach Beobachtungsbeginn betragt die Phosphorkonzentration 2

3009
mé

b| Die t-Koordinate des Wendepunkts gibt den Zeitpunkt an, zu dem die Phosphor- 2
konzentration des Gewassers innerhalb des Beobachtungszeitraums am starksten

abnimmt.

c|Die Aussage ist falsch. 3
Begriindung: Zu dem Zeitpunkt, ab dem die Phosphorkonzentration abnimmt, ist
die momentane Anderungsrate der Algenkonzentration positiv.

d|Der Inhalt der Flache, die der ™ ‘ g [ 1] 4
Graph der ersten Ableitungsfunk- -20 y ‘ | | |
tion von a mit der t-Achse im Be- ! T
reich 0<t<10 einschlieRt, ent- S EERE “‘m.,' R — - 40 _
spricht in etwa dem Inhalt der FI&- _ AL N

che emes rechtwinkligen Dreiecks mit Katheten der Lange 10 und 14. Wegen
100 - 2 -14-10 =30 betragt die Algenkonzentration zu Beobachtungsbeginn etwa

30%.
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BE

1 Gegeben istdie in IR definierte Funktion f mit f(x)=z25-x* — 8. x% + &.x2.

Abbildung 1 zeigt den Graphen von f sowie den Punkt P(O | —%).
Y

-2

Abb. 1

a Geben Sie die Koordinaten des Tiefpunkts des Graphen von f an. Zeigen Sie rech-| 6
nerisch, dass der Graph von f keine weiteren Extrempunkte besitzt.

Die Tangente an den Graphen von fim Punkt (5 |f(5)) wird mit t bezeichnet.

b Ermitteln Sie eine Gleichung von t. 4

¢ Skizzieren Sie in Abbildung 1 zwei von t verschiedene Tangenten an den Graphen | 3
von f, die die y-Achse im Punkt P schneiden und deren Steigungen unterschiedli-
che Vorzeichen haben.

d Der Graph derin IR definierten Funktion g kann aus dem Graphen von f erzeugt 4
werden. Der Punkt (12 | 12) des Graphen von g wird dabei aus dem Punkt
(10]10) des Graphen von f erzeugt und fiir alle x €IR gilt g(x)=a-f(b-x) mit
abelR".

Geben Sie in diesem Zusammenhang die Bedeutung von a und b an und berech-
nen Sie die Werte von a und b.
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2 Zwei Radfahrer starten gleichzeitig nebeneinander auf einer geradlinigen Bahn aus
einer Ruheposition. Radfahrer A beschleunigt 10 Sekunden lang und fahrt danach
mit konstanter Geschwindigkeit weiter. Radfahrer B beschleunigt 12 Sekunden lang
und fahrt dann mit konstanter Geschwindigkeit weiter.

Abbildung 2 stellt die
Geschwindigkeitsverlaufe der
beiden Radfahrer in den
ersten 15 Sekunden nach
dem Start dar. Dabei wird der
Geschwindigkeitsverlauf von
Radfahrer A in den ersten 6
10 Sekunden nach dem Start
durch die Funktion f aus Auf- 4
gabe 1 beschrieben. Der Ge-

121Y

10

schwindigkeitsverlauf von 2

Radfahrer B wird in den ers-

ten 12 Sekunden nach dem o 2 12 15X‘
Start durch eine Funktion h Abb. 2

beschrieben.
Dabei ist x die seit dem Start vergangene Zeit in Sekunden und f(x) bzw. h(x) die
Geschwindigkeit in Meter pro Sekunde.

a Berechnen Sie die Geschwindigkeit von Radfahrer A drei Sekunden nach dem 2
Start.

Nach dem Start gibt es genau einen Zeitpunkt, zu dem die Geschwindigkeiten beider
Radfahrer gleich grof3 sind. Im Modell wird dieser Zeitpunkt mit x; bezeichnet.

b Ermitteln Sie x¢ mithilfe von Abbildung 2 und geben Sie den Zeitraum an, in dem | 3
die Geschwindigkeit von Radfahrer A gréR3er ist als die Geschwindigkeit von Rad-
fahrer B.

¢ Im Folgenden ist ein Losungsweg fir eine Aufgabe im gegebenen Sachzusam- 4
menhang dargestellt. Geben Sie die Bedeutung von d(x) fiir 0<x <xg im Sach-

zusammenhang an und interpretieren Sie das Ergebnis 0,37.
d(x)=f(x)=h(x)

d(X)=0 hat fur 0<x<Xs nur die Loésung X1 = 3,64,
d"(x)~-0,13<0

d Berechnen Sie die Lange der Strecke, die Radfahrer A in den ersten 15 Sekunden | 6
nach dem Start zuriicklegt.

e Esgibtein z mit 0<z <10, fur das gilt: 3
z
[(f(x)-h(x))dx=0
0

Geben Sie die Bedeutung von z im Sachzusammenhang an und begriinden Sie im
Sachzusammenhang, dass z > x, gilt.
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Erwartungshorizont
BE
1lia T(O | 0) 6
vy 12 3 24 2 12
f (X)—m'x —m'x +E'X
f'(x)=0 < x'(x2 —20x+100)=0 o x-(x—lO)2 =0 < x=0vx=10
Nur bei 0 und 10 kdnnen Extrempunkte vorliegen.
An der Stelle 10 &ndert sich das Vorzeichen von f’(x) nicht; somit besitzt der
Graph von f keine weiteren Extrempunkte.
b £(5) =% 4
55 _ 3 _ 5
F=3°0+th & n=-2
3

d|Der Graph von g wird durch Streckung in y-Richtung mit dem Faktor a und durch 4
Streckung in x-Richtung mit dem Faktor % aus dem Graphen von f erzeugt.

g(12)=a-f(10) < 12=a-10 < a=2

1 _ _5

2|a| f(3)=3,483, d. h. drei Sekunden nach dem Start betragt die Geschwindigkeit von | 2
Radfahrer A etwa 3,57 .

b| xs =6 3
Zeitraum: Vom Zeitpunkt des Starts bis zum Zeitpunkt x; Sekunden nach dem
Start

c d(x) gibt fur den Zeitpunkt x Sekunden nach dem Start an, um wie viele Meter 4

pro Sekunde Radfahrer A schneller ist als Radfahrer B.
Der gro3te Unterschied der Geschwindigkeiten innerhalb der ersten x; Sekunden
nach dem Start betragt etwa 0,37 % .

5000 50

10
If(x)dx:[ixf’ _ LA +%x3}2° =60 - 200 + 200 = 60
0
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60+10-5=110
Die Lange der zuriickgelegten Strecke betragt 110 m.

e|Zum Zeitpunkt, der im Modell durch z angegeben ist, haben beide Radfahrer die 3
gleiche Strecke zuriickgelegt.

Es gilt z > x4, da sich Radfahrer A in den ersten xg Sekunden nach dem Start
stets vor Radfahrer B befindet.
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